Feladatsor az Algebrai sikgorbék c. tantargyhoz
2010/2011. II. félév

A vizsgjegyhez tetsz6legesen kivalasztott harom szamolos és egy bizonyitds
feladat megoldaséanak benyujtasa sziikséges. (Az (a), (b), stb. alpontokba
szedett feladatok is egy egésznek szamitanak.)

Ugyeljiink a megoldasok részletes, formailag és tartalmilag helyes leirasara.
A benyujtas el6tt lehetséges konzultaciot kérni.

Szamologép és szamitogépes programok (Maple, stb) hasznalata megenge-
dett, de a programokat is csatolni kell.

Hatarid6: 2011. majus 31.

Szamolos feladatok

1. Mutassa meg, hogy létezik olyan I' : f(X,Y") = 0 kébos gorbe, melynek
eqy kivétellel minden pontja el6all az (z(t),y(t)) = (1 + t%,t + 13) paraméte-
rezésben.

2. Mutassa meg, hogy z =i — 1 gydke az f(X) = X1 +2X3+3X?+2X +2
polinomnak. Keressen még egy komplex gyokot, majd faktorizalja teljesen a
f(X)-et.

3. Adjon meg egy olyan affin transzformaciot, amely az f(X,Y) = X3 +
Y3+3XY polinomot a g(X,Y) = X3+Y3-3X2-3Y2+3XY +1 polinomba

viszl.

4. Adjuk meg az X® — 6X%Y +11XY? —6Y3 + 1 = 0 gorbe végtelen tavoli
pontjait.

5. Adjuk meg a 25X? — X2 — X2 = ( gorbének a P(1,7,1) és Py(1,—1,7)
pontokat 0sszekotd egyenessel vett metszéspontjait.

6. Adjuk meg az alabbi gorbék szingularis pontjait.
(a) XZ2-Y3+ XY?2=0.
(b) (X+Y +2)-2TXYZ = 0.

(c) X2Y2 436X 73+ 24Y Z3 4+ 1082 = 0.



7. Vizsgaljuk meg az

X2Y5 — X5Y?2 - 2XY°Z + X522 +Y572? - X3Y 73
+2aX?Y?73 — XY37Z3 =0

(a € C) gorbe szingularitasait az (1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1) pontokban.

8. Adjuk meg az alabbi gérbeparok metszéspontjait.

(a) X(Y?2=XZ)—-Y3=0eY*4+Y3Z - X?Y2=0.

(b) X3 —Y3—2XYZ=0¢s2X>—-4X?Y —3XY?2-Y3-2X%7=0.

() X4+ Y1+Y?222 =06s X1+ Y1 -2Y3Z - 2X?YZ - XY?Z+Y?Z% = 0.

9. A rezultans segitségével keressiik meg a alabbi paraméterezésben meg-
adott gorbék f(X,Y") polinomjat:

(a) x(t) =t*, y(t) =t + 2
(b) x(t) = >+ 13, y(t) = t*.
(c) a(t) = 12, y(t) = 5.

| Utmutatds: Tekintsiik az f(X,Y,t) = X — x(t), g(X,Y,t) =Y — y(t) poli-
nomokat és a rezultans segitségével kiiszoboljiik ki a ¢ ismeretlent. |

Bizonyitos feladatok

10. Legyen By, By és Bs az
a11X12 + a22X22 + a33X§ + 2&12X1X2 + 2@13X1X3 + 2&23X2X3 = O

wrreducibilis kapszelet harom kiilonbozé pontja. Egy linearis transzorma-
cioval a By, By, B3 pontok elviheték az E;, E,, Es; pontokba. Ekkor a
kupszelet képének az egyenlete c3 X7 Xo + 0 X1 X3 + ¢; X5 X3 = 0 lesz, ahol
cicacs # 0. Ezt az o) = z;/¢; (azaz x +— x') linearis transzformacio az
X1 Xs + X1 X3 4+ XoX3 = 0 egyenletii kupszeletbe viszi. Tehat barmely irre-
ducibilis kipszelet atvihetd barmely masikba egy linearis transzfomacioval,
és ez a transzformacio egyértelmiien meghatéarozott.

11. Legyen f(Y) =aoY"™ +a; Y™ 1 +... és g(Y) =Y —b. Mutassuk meg,
hogy ekkor Ry, = +f(b).



12. Mutassuk meg, hogy az
XY, 2)=XY?*+YZ?+ ZX* + XY + Y’ Z+ Z°X + kXY Z =0

gorbének csak a k = 2,3 vagy —6 esetekben van szingularis pontja. |Utmu-

tatds: Vizsgéaljuk az f — Xg—)fz, f— Yg—}’i, f- Xg—)’; polinomokat. |

13. Mutassa meg, hogy a I' : F(X,Y,Z) = XYZ + (Y + Z)3 gorbének
pontosan harom inflexiés pontja van, és ezek mindegyike illeszkedik az X +
3Y +3Z = 0 egyenesre. |Utmutatds: (1) Mutassa meg, hogy (1,0,0) a T
egyetlen szingularis pontja, amibe 2 érint6 huzhato. (2) Ennek segitségével
mutassa meg, hogy ' paraméterezhet r(t) = (—(t+1)3,¢2,t) alakban. (3) Az
altalanos pontban felirva az érinté egyenletét, mutassa meg, hogy az inflexios
pontok pontosan olyan paramétereknek felelnek meg, melyre t3 4+ 1 = 0.
(4) Mutassa meg, hogy ezekhez a paraméterekhez tartozo gérbepontok rajta
vannak az egyenesen. |



