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1. Az x,y: N — N sorozatokat teljesen kiilonbézének nevezziik, ha x(n) # y(n) minden n € N-
re. Legyen F olyan fliggvény, amely minden természetes szamokbol &llé sorozathoz egy természetes
szamot rendel gy, hogy teljesen kiilonb6zs z, y sorozatok esetén F(x) # F(y), valamint a konstans
sorozatok esetén F'((k,k,...)) = k teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor van olyan n € N, amelyre F'(z) =
z(n) minden x sorozatra.

2. Igazoljuk, hogy ha f: R — R folytonos periodikus fiiggvény, és a € R irracionalis, akkor az
{na + f(na)}se, sorozat modulo 1 stird [0, 1]-ben.

3. Egy egész szamokbol all6 n x n-es A matrixot reprezentativnak neveziink, ha minden egész
szamokbol allo v vektorra talalhato vektoroknak egy véges 0 = vg, vy, ..., vy = v sorozata gy, hogy
minden 0 < ¢ < /£ esetén fennall, hogy v;11 = Av,, vagy v,.1 — v; a standard bazis egyik eleme
(azaz egyetlen nemnulla koordinataja van, és az 1). Mutassuk meg, hogy A pontosan akkor nem
reprezentativ, ha A'-nak van egy nemnegativ sajatértékhez tartozo, nemnegativ valés szamokbol
allo sajatvektora.

4. Adott n szakasz a sfkban, mindegyik fiiggsleges vagy vizszintes. (A szakaszok metszhetik egy-
maést.) Tovabba adott m darab origobol indul6 gorbe, melyek a végpontjuktol eltekintve paronként
diszjunktak, és mindegyik pontosan két szakaszt metsz, kiillonb6z6 gorbék kiilonb6z6 szakaszparokat.
Bizonyitsuk be, hogy m = O(n).

9. Igazoljuk, hogy egy K sehol sem siird sikbeli kompakt halmazra az alabbi két allitas ekvivalens.

(i) K = |J K,, ahol minden n-re K, olyan kompakt halmaz, amelynek komplementere &sszefiiggd.
n=1

(ii) Nincs K-ban olyan nemiires S zart halmaz, amelyre teljesiil, hogy S barmely pontjanak barmely
kornyezete tartalmazza R?\ S egy osszefiiggd komponensét.

6. Létezik-e olyan, az egész komplex sikon reguléris, nem azonosan eltting F'(z) fliggvény, melyre
|F(2)] < el minden komplex z-re, |F(iy)] < 1 minden valoés y-ra, és melynek végtelen sok valos
gyoke van?

7. Legyen p(n) > 0 minden n pozitiv egészre. Legyenek tovabba z(0) = 0, v(0) = 1, valamint
z(n)=z(n—1)+v(n—1), v(n) =v(n—1) = p(n)x(n) (n=1,2,...).

Tegyiik fel, hogy v(n) monoton csékkend modon tart 0-hoz, ha n — oco. Mutassuk meg, hogy az

x(n) sorozat akkor és csak akkor feliilrél korlatos, ha Y n - p(n) < oco.
n=1

8. Legyen I, a p elem test valamely p > 3 primszamra, ¢és jelolje S az F,-b6l F,-be képezd fiiggvé-
nyek halmazat. Hatarozzuk meg az Osszes olyan D: S — S leképezést, melyre

D(fog)=(D(f)eg) - D(g)

teljestil minden f,g € S esetén. Itt o a fiiggvénykompozicio, azaz (f o g)(z) = f(g(z)), és - a
pontonkénti szorzas, azaz (f - g)(x) = f(x)g(x).

9. Legyen D C C legalabb kételemii kompakt halmaz, és tekintsiik az Q = X D szorzatteret

n=0

a szorzattopologiaval. Tetszéleges (d,)52, € 2 sorozat esetén legyen fi4,)(2) = > dn,2". Adott
n=0

n=0

1



¢ € C,|¢] = 1 esetén jelolje S = S((,(dy,)) azon w komplex szamok halmazat, melyekhez létezik
olyan (z;) sorozat, melyre |z;| < 1, 2z — (, és fa,)(2x) = w. Igazoljuk, hogy  egy rezidualis
halmazan S fiiggetlen ( valasztasatol.

10. Legyen f egész egyiitthatos n-edfokt polinom és p prim, melyre f modulo p egy k-adfoki
irreducibilis polinom (nyilvan k& < n). Léssuk be, hogy k osztja az f polinom Q feletti felbontasi
testének a fokat.

11. Legyen p > 1 valos szam, h: [0,00) — [0,00) folytonos fiiggvény és Y: R™ — R" egy sima
vektormezd, melyre divY = 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor fennall a kévetkezs egyenlStlenség:

[ mablel < [ nable+ v)p.
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A Schweitzer Miklés Emlékversenyen részt vehetnek mindazok, akik a verseny megrendezésekor
Magyarorszagon vagy magyar allampolgarként kiilfoldon valamely egyetem, fGiskola hallgatoi, vagy
kozépiskolai tanulok, vagy a verseny megrendezésének évében szereztek egyetemi, fGiskolai oklevelet.
PhD-hallgatok csak akkor vehetnek részt, ha egyetemi, fGiskolai diploméjukat a verseny megren-
dezésének évében szerezték. A versenybdl ki vannak zarva azok, akik a verseny megrendezésének
événél korabban MSc-szintt oklevelet szereztek matematikus, alkalmazott matematikus, informati-
kus, programtervezé matematikus vagy matematika tanéari szakon akéar itthon, akar kiilféldon.

A feladatok megoldéasara a versenyzdk idén 11 napot fordithatnak. A megoldasokat idén kizarolag
elektronikusan lehet benytjtani a schweitzer.miklos@gmail.com cimre 2020. november 2-an (hét-
fén) magyar id6 szerint 12.00 6raig, a versenyz6 nevének, évfolyamanak, végzettségének, pontos
lakcimének és e-mail cimének feltiintetésével. LehetGség szerint egy levélben, feladatonként kiilon
fajlban varjuk a megoldasokat, PDF vagy JPG forméatumban (szkennelt dokumentum esetén jol
olvashatoan) és magyar nyelven. Més modon illetve kés6bb beadott megoldasokat a versenybizottsag
nem vesz figyelembe.

A versenyzok tetszés szerinti szamu kitiizott feladat megoldasat nyajthatjak be. A verseny nyer-
tesei kozott a Tarsulat Schweitzer Miklos dijakat oszt ki.

A feladatokat a versenyzoknek onalloan kell megoldaniuk. T6bb versenyzd egyiittmiikodése nincs
megengedve. Az internet hasznalata csak passziv moédon engedélyezett, azaz keresni szabad, de
barmilyen féorumon barmilyen kérdést feltenni tilos. Ha a versenybizottsag tudomaésara jut, hogy
valamelyik versenyzd ezt a kovetelményt megszegte, az illetét a versenybdl kizarja.

Arra kériink mindenkit, hogy a versenyzknek semmilyen segitséget ne nyujtson a matemati-
kai feladatok megoldasahoz, s veliik semmiféle eszmecserét se folytassanak a feladatok megoldéasaval
kapcsolatban a beadasi hatarids lejartaig. Kérjiik tovabba, hogy amennyiben ilyen természet sza-
balytalansag elkovetése jut barki tudomésara, haladéktalanul jelezze ezt a versenybizottsagnak a fenti
cimen.

Idén a megoldasok kozos megbeszélése elmarad, és az eredményhirdetés idejérsl és modjarol is
késébb fogunk tajékoztatést adni az alabbi linken.

http://www.bolyai.hu/schweitzer.htm

Ugyanitt tessziik kozzé a verseny vége utan a nem hivatalos, el¢zetes megoldasvazlatokat.
Jo feladatmegoldast kivanunk!
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