A 2012. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékverseny

feladatai
oktdber 26. — november 5.

1. Van-e olyan « valos szam, amelyhez vannak olyan f(n) és g(n) (N-b6l N-be képezd)
rekurziv fiiggvények, hogy
f(n)

a= lim —/=,
n—oo g(n)

ugyanakkor az o n-edik tizedesjegyét megado fliggvény nem rekurziv?

2. Nevezziik a (Z,, +) ciklikus csoport egy A részhalmazat gazdagnak, ha minden x,y € Z,-
hez van olyan r € Z,,, amelyre x —r, x +r, y —r és y+r mindegyike A-ban van. Milyen
a-hoz létezik olyan C, > 0 konstans, amelyre barmely paratlan n-re minden A C Z,
gazdag halmaz legalabb C,n® elemd?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy k-kromatikus graf éleit tetszélegesen két szinnel szinezve van
olyan k£ pontu részfa, melynek élei ugyanolyan szintiek.

4. Legyen K egységnyi térfogati konvex test az m-dimenzios térben. Legyen S C K
olyan Lebesgue-mérheté halmaz, melynek mértéke legalabb 1 — e, ahol 0 < ¢ < 1/3.
Bizonyitando, hogy K-t a silypontjabol 2¢1n(1/e) aranyban kicsinyitve, a kapott test
tartalmazza S sulypontjat.

5. Legyenek Vi, Vi, Vs, V, olyan négydimenzios linearis alterek R3-ban, amelyek koziil
barmely kettének a metszete csak a nullvektorbél all. Mutassuk meg, hogy van olyan
W négydimenzios linearis altér R®-ban, amelyre mindegyik WNV; metszet kétdimenzios.

6. Legyenek A, B, C olyan n x n-es, komplex elemt méatrixok, melyekre [A, B] = C,
[B,C] = A és [C,A] = B, ahol [X,Y] az X és Y matrixok XY — Y X kommutatorat
jelsli. Bizonyitsuk be, hogy e*™ az egységmatrix.

7. Legyen I' egy r sugart korben fekvd, rektifikalhatod, | hosszisagu egyszerd gorbeiv, és
legyen k egy természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy ha [ > krm, akkor van olyan r
sugara korvonal, mely I'-t legalabb £ 4+ 1 pontban metszi.

8. Rendeljiik hozza minden f : R? — R fiiggvényhez azt a @ : R? — [—o0, o0] fiiggvényt,
amelyre ®¢(x,y) = limsup, ,, f(z, z) minden (z,y) € R*re.
(a) Igaz-e, hogy ha f Lebesgue-mérhetd, akkor @ is Lebesgue-mérhets?
(b) Igaz-e, hogy ha f Borel-mérhetd, akkor @ is Borel-mérhet?
9. Legyen D = {z € C : |z| < 1} a komplex egységkorlemez, és legyen 0 < a < 1 valos

szam. Tegyiik fel, hogy f: D — C\ {0} olyan holomorf fiiggvény, amelyre f(a) =1 és
f(—=a) = —1. Bizonyitsuk be, hogy

sup | f(2)[ > exp (1 ;fﬂ) :

zeD



10. Legyen K egy csomo a 3-dimenzios térben (tehat a korvonal egy differencialhatd beagya-
zésa R3-ba), és D a csomo diagramja (azaz olyan vetiilete egy sikra, amely transzverzalis
duplapontoktol eltekintve szintén differencialhato bedgyazasa a korvonalnak). Szinez-
ziik ki D komplementumat sakktablaszertien feketével és fehérrel. Definialjuk a diagram
['p(D) fekete grdfjat a kovetkez6 modon: I'g(D) csticsai legyenek a fekete tartomanyok,
és két tartomany minden érintkezési pontjan 4t menjen egy Gket 6sszekots él.

(a) Adjuk meg az 6sszes olyan csomo6t, amelynek van olyan D diagramja, hogy a I'g(D)
grafnak legfeljebb 3 feszitéfaja van. (Két csomot nem tekintiink kiilonbozdnek,
ha az egyik a masikba mozgathato a korvonal bedgyazasainak egy 1-paraméteres
seregével.)

(b) Lassuk be, hogy barmely csom6 barmely D diagramjara I'g(D)-nek paratlan sok
feszitotaja van.

11. Legyenek X5, X, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintségi valtozok, és legyen S, =
X1+ +X,,n=1,2,.... Melyek azok a c valos szdmok, amelyekre minden n esetén
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