A 2011. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny feladatai
oktober 28 — november 7

1. feladat. Legyenek Fi, Fy, ... olyan Borel-mérhet6 halmazok a stkon, amelyek unidja az egész
sik. Igazolando, hogy van olyan n természetes szam és S korvonal, amelyekre az SN F), halmaz
strti S-ben. Mutassuk meg azt is, hogy az allitds nem feltétleniil igaz, ha az F; halmazok
mérhetdségére vonatkozo feltételt elhagyjuk.

2. feladat. Tegyiik fel, hogy egy n pontu G egyszerti graf fokszamainak §(G) minimuma
legalabb 3n/4. Bizonyitsuk be, hogy G éleinek barmely 2-szinezésében van olyan legalabb
d(G) 4 1 pontu Osszefiiggs részgraf, melynek minden éle ugyanolyan szint.

3. feladat. A d-dimenzios R? térben egy n X n x --- X n-es kockaracs dsszes (azaz n? szami)

pontjat lefogtuk 2n — 3 hipersikkal. Bizonyitsuk be, hogy ezek koziil kivalaszthato n hipersik
ugy, hogy méar azok is lefogjak a racs Osszes pontjat.

4. feladat. Legyen G, H két véges csoport, és legyen p,¢: G — H két sziirjektiv, de nem
injektiv homomorfizmus. Igazoljuk, hogy létezik G-nek az egységelemtdl kiilonb6z6 olyan eleme,
amelynek képe ¢ és 1) mellett azonos.

5. feladat. Legyenek n,k pozitiv egészek. Az x = (z1,...,7x) € R* és a € RF vektorok

esetén legyen f,(z) := ||z — al|*", ahol ||-|| az euklideszi norma, és tekintsiik az f, (a € RF)
fiiggvények altal generalt @), . vektorteret. Melyik az a legnagyobb IV egész szam, amelyre @), x
tartalmazza az x1, ...,z 0sszes olyan polinomjat, amelynek teljes fokszdma legfeljebb N7

6. feladat. Legyenek C, ..., Cy kompakt és dsszefiiggd halmazok Rében, ¢és tegyiik fel, hogy
mindegyik C; konvex burka tartalmazza az origot. Bizonyitand6, hogy minden i-re van olyan
¢; € C;, amelyekre az origd benne van a cq, ..., c; pontok konvex burkaban.

7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy nemnegativ valos szamok tetszéleges (a,,),-, sorozatara
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8. feladat. Adott a < 1/e nullatol kiilonb6z6 valos szam esetén legyenek zi, ..., z, € C olyan
nem valds szamok, amelyekre ze*+a = 0 teljesiil, tovabbé legyenek ¢4, ..., ¢, € C tetszblegesek.

Mutassuk meg, hogy az f(x) := Re (27:1 c;e¥™) (z € R) fiiggvénynek minden 1 hossztisagt
zéart intervallumban van zérushelye.

9. feladat. Legyen x: [0,00) — R differencialhato fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha minden

t > 1 esetén teljesiil az
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egyenléség, akkor lim; . z(t) = 0.

10. feladat. Legyenek X, &, ;€ (4,7, k € N) fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valoszintiségi
valtozok. Tegyiik fel, hogy & ; (7,7 € N) azonos eloszlasuak, ¢, (k € N) is azonos eloszlastak,
E(£11) = 1, tovabba E(X{) < oo, E(£];) < 00 és E(e]) < oo valamely ¢ € N esetén. Tekintsiik

az X, ==, + Zf;{l &nj (n € N) valoszintiségi valtozokat, ahol Z?Zl &nj = 0. Vezessiik be
az M, := X,, — X,,_1 —E(e,) (n € N) sorozatot. Bizonyitando, hogy van olyan legfeljebb ¢/2

fokt P, polinom, melyre E(M¢) = Py(n) (n € N).

A megoldasok benytjtasanak hatéarideje 2011. november 7, déli 12 6ra. A megoldésokat
a BJMT helyi tagozatanal kell benytjtani (ahol a titkar az atvétel idSpontjat igazolja), vagy
ezen idépontig ajanlottan postara kell adni a versenybizottsag cimére: Hatvani Laszlo, Bolyai
Intézet, 6720, Szeged, Aradi vértanik tere 1. A verseny soran felmeriil§ megjegyzések, javitasok
a www.math.u-szeged.hu/Schweitzer2011/ oldalon érhetdk el.

JO munkat kivan

a Versenybizottsag.



