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1. Legyen p prim. Jelolje N(p) azon z egész szdmok szamat, melyekre 1 < z < p és
=1 (mod p).
Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan ¢ < 1/2 és py > 0 szamok, hogy
N(p) <p*,
amennyiben p > py.

2. Legyen GG megszamlalhatéan végtelen, d-regularis, 6sszefliggd, csucstranzitiv graf.
Mutassuk meg, hogy G-ben van teljes parositas.

3. Egy n elemili alaphalmazon legfeljebb hany kiilénb6z6 Ay, ..., A; részhalmaz
adhaté meg tgy, hogy barmely 1 <¢ < j <k <tesetén A, NA, CA; 7

4. Bizonyitsuk be, hogy ha n > 2 és Iy, I,,..., I, féidedlok egy egységelemes,
kommutativ gytiriiben 1gy, hogy barmely nemiires H C {1,2,...,n} esetén »_ I

heH
is f6ideal, akkor
Llsly ... I, +LIsly... I, +---+1L1y... I, 4
szintén féidedl.
5. Adottak a sikon a vy,...,v, éswy,...,w, vektorok a kovetkezo6 tulajdonsagokkal:

minden 1 < i < n-re |v; — w;| < 1, valamint minden 1 < i < j < n esetén
lvi —vj| > 3 és v; —w; # v; —w;. Igazoljuk, hogy a V = {uvy,...,v,} és W =
{wy,...,w,} halmazokra a V + (V U W) Osszeghalmaz elemszama legalabb cn3/?
valamely univerzalis ¢ > 0 konstansra.

6. Létezik-e olyan f : R?> — R folytonos fiiggvény, melyre minden d € R esetén
gm.a(x) = f(x,mz+ d) szigortan monoton né R-en, ha m > 0, és egyetlen nem iires
nyilt intervallumon sem monoton, ha m < 07

7. Van-e olyan a, > 0, ¢*-beli sorozat, melyre

ST -

n>1  k>1

8. Legyen D C R? véges Lebesgue mértékii, osszefiiggd nyilt halmaz, és u: D — R
harmonikus fiiggvény. Mutassuk meg, hogy vagy u konstans, vagy pedig majdnem
minden p € D -re az

f'(t) = (grad w)(f (1)), f(0)=p

kezdetiérték-problémanak nincsen (mindeniitt differencidlhaté) f : [0,00) — D
megoldasa.



9. Minden M m-dimenzids, zart C* sokasdghoz rendeljiink hozza egy G(M), 2m-
dimenzids, zart C'*° sokasagot a kovetkezoképpen. Agyazzuk be M-et valamilyen RY
euklideszi térbe. Jelolje RP? a g-dimenziés valds projektiv teret. A G(M) C M xRP?
sokasdg az olyan (z,e) parokbdl 4ll, amelyekre x € M C RY, és az ¢ C RI™! =
R? x R egydimenziés linedris altér benne van a T, M C R? C R? x R érintotér és
a (0,...,0,1) € R vektor dltal kifeszitett (m + 1)-dimenzids linedris altérben.
Bizonyitsuk be, hogy ha N egy n-dimenzids zart C'*° sokasag, akkor P = G(M x N)
és Q = G(M) x G(N) kobordénsak, azaz létezik egy (2m + 2n + 1)-dimenziés
kompakt, peremes C'*° sokasag, amelynek pereme P és () diszjunkt uniéja.

10. Tekintsiik a {0, 1}" teret a szorzattopolégidval (ahol {0, 1} diszkrét tér). Legyen
T : {0,1}Y — {0,1}Y a bal-eltolds, azaz (Tx)(n) = z(n + 1) minden n € N-re.
Megadhaté-e véges sok Borel-halmaz: By, ..., B, C {0,1}" gy, hogy a

{T"(B;)|ieN,1<j<m}
halmazrendszer altal generalt o-algebra egybeesik a Borel-halmazok rendszerével?

11. Az X és Y valés értéki véletlen valtozok maximaéalkorreldcidja az f(X) és
g(Y) valtozok korrelaciéjanak szuprémuma az olyan f és g Borel mérhetd, R — R
fliggvényeken, amelyekre f(X) és g(Y') véges szérasu. Legyen U a [0, 27] interval-
lumon egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozo, valamint n és m pozitiv egészek.
Széamitsuk ki sin(n U) és sin(m U) maximélkorreldciéjat.

A megolddsok beaddsédnak hatarideje 2010. november 2. (kedd), déli 12 dra.
A megoldasokat a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat helyi tagozatanal kell benyj-
tani (ahol a titkar az atvétel id6pontjat igazolja), vagy ezen idépontig ajdnlottan
postara kell adni a versenybizottsag cimére:

Ruzsa Imre, MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatointézet
1364 Budapest, Pf. 127.

Ha a versenyzo6 az egyetemi tananyagban nem szerepl6 ismeretre tamaszkodik, akkor
az allitas pontos kimondasa és pontos hivatkozas sziikséges. Tovabbi informacié a
www.bolyai.hu/hu/schweitzer.html oldalon talalhaté.

A megoldasokat 2010. november 3-an, szerdan 16 érakor az ELTE lagymanyosi
déli épiiletének (1117 Budapest, Pdzmany Péter sétany 1/c) 1-820 Hajoés Gyorgy
termében megbeszéljiik. Minden érdeklodét szivesen latunk.

A verseny eredményhirdetésére 2010. december 17-én, pénteken 14 érakor keriil sor
az MTA Rényi Intézet (1053 Budapest, Redltanoda u. 13-15) nagytermében.

A verseny soran felmeriilé megjegyzések, javitasok a www.renyi.hu/~verseny olda-
lon érhetoek el.

J6 munkat kivan

a Versenybizottsdg.



