A 2004. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatai
oktéber 29. — november 8.

1. Egy X topologikus tér L(X) Lindel6f-szdma az a legkisebb A végtelen
szamossag, amelyre igaz, hogy X minden nyilt lefedésébol kivalasztha-
t0 legfeljebb A\ szamossagu részfedés. Bizonyitandé, hogy ha X olyan
M;-tér, amelyben minden nem-megszamlalhatéan végtelen halmaznak
van kondenzéciés pontja, akkor L(X) = sup L(A), ahol A az X sze-
pardabilis zart alterein fut végig.

(A H C X részhalmaz kondenziciés pontjin olyan z € X pontot
értiink, amelynek minden kornyezete H-nak nem-megszamlalhatéan
végtelen sok pontjit tartalmazza.)

2. Jelolje t(G) a G gréf teljes négyszogeinek szamat és eq(S) a G grafban
az S ponthalmaz &ltal feszitett élek szdmét. Legyenek G, és G2 egy
kozos V' ponthalmazon értelmezett (egyszerti) grafok, |V| = n, és
tegyiik fel, hogy barmely S C V halmazra |eg, (S) —eg, (S)| < n?/1000.
Bizonyitandd, hogy [t(G:) — t(G2)| < n*/1000.

3. Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ > 0 konstans, hogy minden n > 3-ra
létezik olyan n pontud sikgraf, amelyet akarhogy rajzolunk le egyenes
élekkel a sikba, mindig lesz két olyan éle, melyek hosszanak aranya
legaldbb cn.

4. Adjuk meg azokat a teljesen multiplikativ és nemnegativ f : Z — Z
fliggvényeket, amelyekre teljesiil, hogy valahanyszor a,b € Z és b # 0,
akkor 1éteznek ¢ és r egészek gy, hogy a = gb+r és f(r) < f(b).

5. Legyen G nem feloldhaté véges csoport és € > 0. Mutassuk meg, hogy
van olyan pozitiv egész k és olyan w € F}, sz, melybe k darab, G-n
egyenletes eloszlasu fliggetlen valtozot helyettesitve w = 1 valdszintiisé-
ge kisebb, mint €. (Itt Fy a k elem &ltal szabadon generalt csoport.)

6. Igaz-e, hogy ha F' C [0,1] nulla Lebesgue-mértékii perfekt halmaz,
akkor a C'[0, 1] térben mindeniitt siirli halmazt alkotnak azok a fiigg-
vények, amelyeknek F'-re valé megszoritasa injektiv?

(A [0,1] intervallumon folytonosan differencidlhaté valds fiiggvények
C'[0,1] terében a topolégiat a

d(f,9) = sup [f(z) —g(x)|+ sup [f(z)—g'(x)|

z€[0,1] z€[0,1]

metrika definidlja.)



7. Legyen K olyan centralszimmetrikus zart halmaz az

10.

S? = {(x,y,z) eR :x2+y2+z2:1}

gombfeliileten, amely az S?\ K barmely két atellenes pontjat elvdlaszt-
ja. Igazoljuk, hogy minden pozitiv e-hoz van olyan paratlan fokd ho-
mogén P polinom, hogy a

Z(P) = {(v,y,2) € §*: P(w,y,2) = 0}
halmaznak K-tol vett Hausdorff-tavolsaga kisebb, mint ¢.

Igazoljuk, hogy minden 0 < § < 27 szdmhoz létezik olyan m > 1,
hogy ha n tetszoleges pozitiv egész, és az egységkorvonalra eso zq, ... ,
zn komplex szdmokra 27 + ... 4+ 2z = 0 teljesil minden 1 < v < m
egész kitevd mellett, akkor az egységkorvonal minden § hosszisigu ive
tartalmazza a z1, ..., 2, szdmok valamelyikét.

. Legyen F sima (azaz C™), zért feliillet. Egy f : F — R? folytonos

leképezést nevezziink majdnem-immerzionak, ha létezik egy v sima,
zart, bedgyazott (nem feltétlentil dsszefliggd) gorbe F-ben, melyen ki-
vill az f sima és maximaélis (azaz 2) rangi, és minden p € 7 pontra
létezik p koriil, illetve f(p) koriil olyan (x,y), illetve (u,v) lokalis ko-
ordinatarendszer, melyekben e pontok az origénak felelnek meg, és az
f leképezés az (z,y) — (u,v), u = |z|, v = y alakot Olti.

Milyen génuszi sima, zart, Osszefiiggd, irdnyithatd F' feliileteknek 1éte-
zik olyan majdnem-immerziéjuk a sikba, melynél a v gorbe Gsszefiiggo
komponenseinek szdma adott n pozitiv egész?

Legyen N, egy p dimenziés standard normadlis vektor, és tetsz6leges
a € R? vektorra jelolje H,(a) az E|N,+a| varhat6 értéket. Bizonyitsuk
be, hogy p > 1 esetén

A megoldasok benyujtasanak hatarideje 2004. november 8-a, 12 6ra. Ha
a versenyz0 az egyetemi tananyagban nem szereplO ismeretre tamaszkodik,
akkor az 4llitas pontos kimondésa és pontos hivatkozas sziikséges. Tovabbi
informdcié a http://www.cs.elte.hu/"schw04 honlapon taldlhato.

A megoldédsokat 2004. november 9-én, kedden 16 érakor az ELTE lagy-
manyosi déli épiiletének (1117 Bp. Pdzmany Péter sétany 1/c) 1-820 szamu
Hajés Gyorgy termében megbeszéljiikk. Minden érdekl6dét szivesen latunk.
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