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1. Legyen (X, <) tetsz6leges rendezett halmaz. Bizonyitsuk be, hogy X pontjait ki lehet
szinezni két szinnel ugy, hogy két azonos szini pont kozott mindig legyen toliik kiilonboz6
szind pont.

2. Legyen p primszam, és M olyan egész szamokbdl allé n x m-es matrix, hogy Mv # 0
(mod p) minden olyan v # 0 oszlopvektorra, amelynek minden komponense 0 vagy 1. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor létezik olyan egészekbdl allé x sorvektor, amelyre xM semelyik
komponense sem 0 (mod p).

3. Legyen Z = {z1,...,2p—1}, n > 2, kiilénb6z6 komplex szdmok olyan halmaza, amely-
ben barmely szammal egyiitt annak komplex konjugaltja is benne van.

a) Bizonyitsuk be, hogy van olyan (a Z halmaztdl fiiggd) C' konstans, hogy min-
den € € (0,1) szdmhoz taldlhaté olyan n-edfoku x( algebrai egész, amelynek x1,..., 2,1
konjugéltjaira |z1 — 21| < &,...,|Tn_1 — 2n_1] < € teljesiil, és amelyre |xg| < C/e.

b) Mutassuk meg, hogy van olyan Z = {z1,...,2,-1} halmaz és olyan ¢, pozitiv
szam, hogy minden olyan n-edfoku zq algebrai egész szamra, amelynek xz1,...,x,_1 kon-
jugdltjaira |1 —21| < &,...,|Tn—1—2n—1| < € teljesiil, fenndll az |z¢| > ¢, /e egyenlétlenség.

4. Legyenek {an 1,...,ann} o2, egész szamok ugy, hogy a,; # an; ha 1l <i < j < n,
n=2,3,..., és jelolje (y) € [0,1) az y valds szam tortrészét. Mutassuk meg, hogy ekkor
van olyan {z,}°%, valds sorozat, hogy az (a, 1%n), ..., (ann®y) szdmok aszimptotikusan
egyenletesen oszlanak el a [0, 1] intervallumon.

5. Legyen d > 1 egész szam, és 0 < r < 1/2. Bizonyitsuk be, hogy ekkor 1étezik véges sok
(csak az adott d és r szamoktdl fiiggd) nem nulla vektor az RY euklideszi térben azzal a tu-
lajdonsaggal, hogy amennyiben egy R%beli egyenes tavolsaga a Z¢ egész racstél legalabb
r, Ugy ez az egyenes meroleges e véges sok vektor valamelyikére.

6. Igazoljuk, hogy azn = x,(zp—1+xn+Tny1), n=1,2,..., zg = 0, rekurziénak egyetlen
nemnegativ megolddsa van.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha r nemnegativ folytonos fliggvény a szamegyenesen, akkor
1étezik olyan nem azonosan nulla f € C1(R), amelyre f'(z) = f(z — r(f(z))), z € R.

8. Legyenek f1, fs,... folytonos valés fiiggvények a szamegyenesen. Igaz-e, hogy ha a
>0 | fa(z) figgvénysor minden z-re divergens, akkor ez az Osszeg eldjelezésének tipikus
megvaltoztatdsa utdn is igy marad (vagyis azon {&,}°2; € {—1,+1}N sorozatok, amelyek-
re a y_, enfn(z) figgvénysor legaldbb egy x pontban konvergens, els§ kategdridji hal-
mazt alkotnak a {—1,+1}N szorzattérben)?

9. Adott a sikban néhany nyilt félsik, melyek hatarol6 egyenesei a sikot konvex tartoma-
nyokra osztjak. Megadandé olyan C'(g) mésodfoki polinom, amelyre tetszdleges ¢ > 1
egész esetén igaz az, hogy ha a félsikok a sik minden pontjat legalabb g-szor lefedik, akkor
a pontosan g-szor fedett pontok halmaza legfeljebb C'(q) darab tartoméany egyesitése.

10. Legyenek X és Y fliggetlen szentpétervari véletlen valtozok, melyek tehdt minden
k=1,2,...esetén a 2~ értéket 1/2F valészintiséggel veszik fel, és jelolje I{A} az A esemény
indikatorat. Mutassuk meg, hogy X és Y megadhatdk egy olyan, elég b6 valoszinliségi me-
z6n, amelyen értelmezhetd fliggetlen szentpétervéri véletlen véaltozoknak egy masik, X’ és
Y’ pérja is ugy, hogy X +Y =2X’' +Y'I[{Y’ < X'} majdnem biztosan.
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