MAGASABBFOKﬁ EGYENLETEK 1.
XVI-XVIII. szazad

1. El6zmények.

Csak pozitiv egyiitthatokat megengedve a kovetkezd harom tipussal kell foglalkozni (azt
mar az iszlam matematikusok is tudtak, hogy hogvan lehet megszabadulni a négyzetes
tagtol):

(1) z’ +pr=q
(2) xasz—l—q
(3) v+ q=pz

(1) tipus: Scipione del Ferro (a Bologna-i Egyetem professzora) oldotta meg el6szor, de
vannak olyan nem explicit és bizonytalan nyomok hagyatékaban, hogy a masik kettével is
boldogult.

Modszere az ¢ = u — v helyettesitésen alapult Cardano , Ars Magna”-ja (1545) szerint.
Ferro 1526-ban halt meg.

1535: egyenletmegoldé verseny Tartaglia (Nicolo Fontana) és Ferro tanitvanya Fior kozott
30 egymasnak kitiizott egyenlettel. Fior csupa (1) tipusut adott f6l, mig Tartaglia foleg (2)
és (3) tipusiakat. Tartaglia Fior Osszes feladatat megoldotta, mig Fior egyet sem, még az
(1) tipustakat sem. Ennek ellenére Tartaglia megelégedett az erkdlcesi sikerrel, a bankettra
(30 személyes vacsorara) és a 30 dukatra nem tartott igényt.

1539-ben Cardano meghivta Tartagliat Milanoba, hogy megismerje maédszerét. Ezt Tar-
taglia vélhetden elarulta, de megeskette Cardanot, hogy a modszerét titokban tartja.

Tartaglia: a (2) tipus, mivel az 2° — pr = ¢ alakban is irhaté, Ferro mddszerének kis
modositasaval, az = u + v helyettesitéssel megoldhaté, s ugyanezt kell alkalmazni a (3)
esetben is.

Cardano is rdjott erre, vagy csak???

Cardano mindkét helyettesitést targyalja az ,, Ars Magna”-ban.

Tartaglia élesen tamadta és eskiiszegéssel vadolta.

Az, hogy mi az igazsag??? Megtalalhaté Ferro hagyatékaban?? Erre semmiféle konkrét
bizonyiték nincs, a hagyaték mara elveszett.

DE annak, hogy mar Ferro ismerte az altalanos eljarast ellentmond az a tény, hogy tanit-
vanya Fior elvesztette a versenyt, nemhogy a (2) és (3), de még az (1) tipusi egyenletekkel
sem boldogult.

2. A harmad- és a negyedfokii egyenletek Cardano ARS MAGNA—jabol
(A) Scipione del FERRO észrevette, hogy az

y3+ay2+by+c:o
altalanos harmadfokn egyenlet y = x + %a helyettesitéssel

2 +pr+q=0



alakra hozhato, igy a kovetkezd harom tipussal kell foglalkozni.

(1) z’ +pr =g
(2) o’ =pr+q
(3) x3+q:px

Cardano feladata az Ars Magnabdl.

» Legyen eqy kocka és oldala hatszorosa 20.”
Megoldandé tehat az
(4) 2 4+ 61 = 20

egyenlet, amelyre FERRO modszere a kovetkezo. Legyen

(5) r=u—u,

3 L 61 = (u — ’U)S +6(u—v)
= (u® —v*) — Buv(u — v) +6(u —v)
= 20.

Ebbdl latszik, hogy az * = u — v megoldas, ha

(6) u? —v® =20
(7) 3uv = 6.

Ezekbol az

u® —v® =20

wv? =8

egvenletrendszer adédik, aminek megoldasa mar az ékori Mezopotamiaban is ismert volt,
hiszen ez egy

r—s=P
rs =@

alakui egyenletrendszer, aminek a megoldasa

() +e= ()




r+s r—s P2
2 * 2 (2)
r+ s r—s

Ty T2 T (§)2+Q_

u? =108 +10 és v =+/108 — 10,

ami alapjan

vagyis

v = {/v/ﬁ+10+ \3/@—10.

(B) CARDANO - TARTAGLIA? észrevette, hogy ugyanezzel a mddszerrel — csak
x = u + v helyettesitésel — a masik két tipus is megoldhaté. Pl (2)-t

xa—px:q

alakba atirva
% —pr = (v’ + %) + 3uv(u+v) —plu +v) =q,

amibol
u?’ + ’03 =q
3.3 _ E)S
e (3
és ismét a mezopotamiai médszerrel kapjuk, hogy
1
3 _ — .
u” = 2q +w
1
R

2 3
ahol w = \/(%q) — (%p) , vagyis
r=u-+ —\3/1 + +</1
T=utv=/oq+w 59— W-

(C) Zuanne de Tonini da COI feladata Cardano szamara.
., Osszuk a 10-et harom részre gy, hogy azok folytonos aranyban alljanak, s az
elsé kettd szorzata 6 legyen.”

Vagyis megoldandé az

r+y+z=10
Tz =19y?
ry =06

egyenletrendszer, amely az
y* + 6y> + 36 = 60y

negyedfoku egyenletre vezet.



FERRARI eljarasa.
Alapja a geometriai iton igazolt

(s +a+b)% = (s+a)? + 2sb+ 2ab + b*

azonossag, amelyet Euklidész Elemek 11.4. Tételének altalanositasaként kapott. Ezt alkal-
mazva az
% 4+ 62?2 + 36 = 60x

egyenlet mindkét oldaldhoz hozzdadott 6z2-et:
ot + 1227 + 36 = (2% + 6)* = 627 + 60x.

Ezutan megjegyzi:
. Ha 6z2 + 60z négyzet volna, megkapndnk a megolddst. Ezért mindkét oldalhoz
elegendd négyzetet és szamot adunk, hogy az egyik oldalon egy haromtagii ésszeg
legyven, mig a masik oldalon levé gyoke vele egyenld.”
Ezutdn mindkét oldalhoz 2bx>-et, majd egy alkalmas szdmot ad, amit a kévetkezéképp
szamol ki.
(22 + 64+ b)* = (2 + 6)% + 2bx? + 120 + b,

tehat mindkét oldalhoz adjunk hozza
202 + 12b + b* — et
igy egyenletiink
(22 + 6 +b)* = (2b+ 6)2* + 60z + (b* + 12b)

alaku lesz. Ezutan b-t igy kell megvalasztani, hogy a jobb oldal egy px + g alaku kifejezés
négyzete legyen, vagyis
b + 15b* + 36b = 450.

Ez egy (1) tipusi harmadfoki egyenletre vezet, aminek megolddsa az ismert eljarassal
megy:

b= {/190 + /33903 + {/190 — /33903 — 5,

ami kozelitoleg 4.

3. Bombelli megoldasa a casus irreducibilisre.

A kovetkezo egyenletet oldja meg:
(1) 77 =152 4 4.
Cardano modszerével azt kapja, hogy

(2) x=4/2+ V=121 + /2 — V=121
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Cardano nyoman a komplex gyokot ,, mesterkéltnek” nevezte, de megjegyezte, hogy az (1)
egyenlet egyaltalin nem lehetetlen, nem megoldhatatlan, hiszen az x = 4 egy megoldas.

Ezutan megkisérelte, hogy értelmet adjon a kapott eredménynek. Pontosabban azt
vizsgdlta, hogy mi adédhat abbdl, ha (2)-ben az elsé kobgyckot egyenlévé teszi egy p+./—q
alaku ,,szammal”:

(3) /2 4+ V=121 = p + /—q.
Mindkét oldalt kiobre emelve:
2+ V=121 = (p® — 3pq) + (3p" — 9)vV—q.

Vilagos, hogy ez akkor teljesiil, ha

(4) 2=p" —3pqg

() V=121 = (3p* — q)v/—q.

Ha ezek teljesiilnek, akkor az is igaz, hogy

(6) v/2— V=121 = p — v/—q.
Bombelli 6sszeszorozta (3)—at és (6)—ot, ami

V125 = p* +¢,
vagyis
(7) q=5-7p".
Ezt (4)-be helyettesitve p-re egy harmadfoku egyenlet adédik:
(8) 4p* — 15p = 2.

Lathato, hogy ennek a p = 2 egy megolddsa, amit visszahelyettesitve (7)-beag=5-4=1
megoldas jon, tehat

V2+ V121 =2+V—-1 és y/2—V—-121=2— /-1

és igy az eredeti egyenlet megoldasa:

T =1/2+ V121 + /2 — V=121

=24vV-142—-+v-1=4.



A megoldassal igen elégedett volt Bombelli, és a kovetkezoket irta:

Eloszor a dolgok olybd tiintek eléttem, hogy benniik tobb a mesterkéltség, mint az

tgazsdg, de addig kutattam, mig megtaldltam a bizonyitdst.
Bombelli egy 1j terminoldgiat is alkotott arra, amit mi ma (Euler nyoman) +i-vel, ill.
—i-jeloliink:

piu dimeno, ill. meno di meno,
majd megadott egy szamolasi eljarast is:
meno di meno uia men di meno fa meno,

ami modern jelolésekkel:

(—i)(—i) = —1.

Megjegyzés. Lathato, hogy a harmadfoku egyenlet megoldasa masodfoki, mig a negyed-
foku egyenlet megoldasa harmadfokil egyenletre vezethetd vissza.

4. Tovabb az otod- és még magasabbfoku egyenletekre.

4.1. Adrien van ROOMEN egyenlete.

1593-ban a flamand Adrian van ROOMEN a kévetkezd egyenlet megoldasara hivta ki a
matematikusokat és szamolomestereket, aminek altalanosan ismert alakja:

a® — 452" + 0452 — 1230027 + ... — 379522 + 45z = A,

Van Roomen kezdetben ezen egyenlet — amely szabalyos sokszogek vizsgalatabol adodott
— specialis eseteinek vizsgalatat javasolta. Példaul, ha

A:\/2+\/2+\/2+\/§,
T = 2—\/2+\/2+\/2+x/§.

Ez igen jo kozelités, hiszen elvégezve a gyokvonasokat

akkor a megoldas

A =~ 1,990369453344395,
és
T~ 1,990369453344394

addédik, majd az utébbit behelyettesitve kapjuk, hogy a hiba nagysagrendje mindossze
10-1°,

F. Viete, IV. Henrik francia kiraly udvari iigyésze, csillagasza és matematikusa észrevette,
hogy a bal odal megkaphaté6 sin45x-bol, és egy alkalmas transzformacioval.

E folismerés alapjan Viete 23 megoldast talalt sin (4—\{9{, — n8°) alakban.
, )
Feladat. Irjuk ol a teljes van Roomen egyenletet, és ellendrizziik az el6bbi megoldast.

(Ez szamitégépes program nélkiil reménytelen vallalkozas!) Csak az alkalmazott program
leirasaval teljes a feladat megoldasa.



4.2. Edward WARING.
Azt mar Viete is tudta, hogy ha az

" —a "t La "t — . 4+ (=1)"a, =0
egyenletnek n gyodke van, 1, xa, ..., Ty, akkor

a1 =T1+Tas+...+Tp

g = T1To +T1T3 4+ ... +Tp_1Ty

py =TTy ... Txh.

A jobb oldalakon allo kifejezéseket az x,, ..., z, hatdrozatlanok elemi szimmetrikus poli-
nomjainak nevezzik.
Egy 1762-es konyvében E. Waring megmutatta, hogy ezen gyokok minden racionalis szim-
metrikus fiiggvénye az egyenlet egyiitthatéinak raciondlis fliggvényeként is eldallithato.
Elso 1épésként az

Sm=x 4y + .y

alaki hatvanyosszegeket vizsgalta, de késébb az emlitett médon altaldnositotta eredmé-
nyeét.

Egy tovabbi, 1770-es konyvében mar lényegében a mai formaban szerepel a szimmet-
rikus polinomok alaptétele, és annak egy konstruktiv bizonyitasa.

Igen eloremutatok azon vizsgdlatai, amelyek azt keresték, hogy milyen alakiak azon
egyenletek, amelyek gyokei

= Yo, + Vay+...+ Ve,

alakban allnak el6. Ez utobbi miatt 6 tekinthetd a Galois-elmélet els6 kozvetlen el6futa-
ranak.

4.3. Alexandre-Theophile VANDERMONDE 1770-es akadémiai el6adassorozatban

(Sul la resolution des equations) szerepelt a kévetkezé meggondolas.
Ha egy masodfoku egyenlet gyokei x, x9, akkor a megoldés

(21 + 22 + /(&1 — 22)?).

alakban frhato, ahol a négyzetgyok mindkét értékét figyelembe kell venni. E formula

[

%((5‘61 +a2) + /(21 + 22)% — 42172)

alakban is frhat6, amelyben méar a gyokok elemi szimmetrikus polinomjai szerepelnek.



Vandermonde kérdése: irhaték-e az altalanos n-edfoku egyenlet gyokei is hasonld alakban,
azaz

1
;[(:{:1 ++$n)+ Vé 11 + ... 40 n;]_’!.n)n'

+ V@ﬁ x4+ .. 40 2ap)"

+...+ 7\1/@:' ?_11:1 +... 4P E_lx?a)n]a

alakban, ahob 1,...9 » azn-edik egységgyokok. Ma am 1x1+. .. nr, alaki kifejezéseket
Lagrange-rezolvensnek nevezziik (késébbi elnevezés).

Egyszert szamolassal lathato, hogy e modszer a harmadfoku egyenleteknél mikodik:
ha p, v jeloli a két harmadik primitiv egységgyokot, akkor

(ry + pag +vr3)® = S + 3uX + 3vY,

ahol
S =% + 5 + x5 + 63,7575
X = ;r,f:cg + ;1:3333 + ;1:%:51
Y = ;1!1583 + ;1:23:§ + ;1:3:31
amibdl

S, X+Yés XY

a gyokok szimmetrikus fiiggvénye, tovabba az X és az Y egy masodfoku egyenlet két gyoke.
Az is megmutathaté, hogy az =1 +pxs +vxs alaka kifejezések kébgyokvonas alkalmazasaval
megkaphatok, igy mar nem nehéz az x4, x2, x5 meghatarozasa.

A negyedfoku egvenletekre is megy egy kisebb modositassal, de tetszoleges fokszami egyen-
letekre mar altalaban nem alkalmazhato, bar bizonyos specialis esetekben miikodott.
Példaul az '! — 1 = 0 egyenletet esetén eldszor egy olyan 6todfokid egyenlet megoldésara
vezette vissza a problémat, amelynek gyokei az

0 4o to 4o 2040 Pt T4

aholo egy primitiv 11-edik egységgyvok. A kapott 6todfokii egyenletet annak ., Lagrange-
rezolvensével” oldotta meg, amely

L=z, +ary + o’z + axy + atzs

alaki most, és a egy primitiv 6t6dik egységeyok, x,, x5, x5, x4, T5 pedig az 6t6dfoki egyen-
let gyokei. Ahhoz, hogy L® raciondlis médon megadhaté legyen az z; gyokoket specialis
sorrendben kell szerepeltetni. Ez most probalgatassal elérheto, de az altalanos esetben
ilyen sorrend létezését igazolni kellene.

Késobb kideriilt, hogy a kivanalmaknak megfelelé sorrend létezése ekvivalens azzal,
hogy a kitev6hoz, mint modulushoz 1étezik primitiv gyok. E fogalmat Euler vezette be, de
csak Gaussnak sikeriilt igazolni elészor, hogy minden primhez 1étezik primitiv gyok.

Vandermonde gy vélte, hogy az ™ — 1 = 0 egyenlet megoldasa targyalhato modsze-
rével, azaz minden esetben létezik a kivanalmaknak megfelel6 sorrend. Azt is kijelentette,
hogy ennek igazolasa nem lehet nehéz. Bizonyosnak latszik, hogy nem wvolt tisztaban a
nehézségekkel, ugyanis az allitast Gaussnak nem éppen egyszertien sikeriilt csak igazolnia.



4.4. Joseph Louis LAGRANGE.
1771-ben a Berlini Akadémia kiaddsaban megjelent Réflezions sur la résolution algébrique
des equations c. konyvében szerepld néhany vizsgalatanak vazlata.
Kiinduléasul az
0+ nx + p=20

alaki harmadfoku egyvenlete vizsgalta. Ennek megoldasa jol ismert az Ars Magna alapjan,
x = r + s, ahol 72, 5% egy masodfokii egyenlet két gycke. Lagrange megmutatta, hogy az
r, s a kovetkezoképp &ll el6 az egyenlet a, b, ¢ gyokeibol:

(a+ab+ a’c)

(a+ a?b+ ac),

Lo = o] =

ahol az a egy harmadik primitiv egységgyok.

Ezutan az a, b, ¢ gyokok egy tetszoleges
(10) y=Aa+ Bb+ Ce

linearis fiigvényét tekintette, amibol a gyokok permutalasaval Gsszesen 6 ilyen linearis
kifejezést kaphatunk. Ezek természetesen egy hatodfoki egyenlet gyokei, és megmutatta,
hogy amennyiben ez az egyenlet y*-ben méasodfoki, akkor a (10)-beli A, B, C egyiitthaté
sorozat sziikségképp ardnyos az 1,a,a?, vagy 1,02, a sorozattal, tehdt visszakapjuk a
korabban mar megismert eredményt.

Ezekben a gondolatmenetekben méar a Galois-elmélet szamos alapveto otlete folsejlik.

(1) Hatarozatlanok, mint példaul az r, s kifejezheték a gyokok szimmetrikus fiiggvényei-
ként.

(2) Vizsgalta a (10) alaku raciondlis fiiggvények viselkedését permutacidkkal szemben.

(3) Az egységgyokok segitségével folépitett kifejezést hasznal rezolvensként (a Lagrange-
rezolvens).

Lagrange modszerét eredményesen alkalmazta a negyedfoki esetre is. Az
1 2 _
T +nx+pr+qg=>0

egyenletrél még Ferrari mutatta meg (természetesen még nem ebben az alakban), hogy a
megoldas elso lépése az

1 1
Y’ + gy —ay + gldng —p*) =0

egvenlet megoldasa. Lagrange megmutatta, hogy ennek gyokei megadhatok az eredeti
egyenlet a, b, ¢, d gyokei raciondlis fliggvényeként:

U= (ad + be).

5
¥

b =

(ab+cd), v= %(ac +bd), w=

Lo =



Ha permutaljuk az eredeti egyenlet gyokeit, akkor az u csak az u, v, w valamelyikébe mehet
at, ami szintén mutatja, hogy egy harmadfoku egyenlet gyokei.

Hozzafogott az altalanos eset, az n-edfoki egyenlet vizsgdlatahoz is. Itt azonban csak
részleges eredményeket ért el. A legtavolabbra mutatok egyike a kovetkezoképp irhato le.
Tekintsiik egy n-edfokii egyenlet gyckei valamely f(x/, 2", ..., (™) racionalis fiiggvényét.
[tt a gyokoket fiiggetlen valtozénak tekintette és eldszor hasznalta rajuk a ,,hatarozatlan”
elnevezést. Ha t és y két ilyen fiiggvénye a gyokoknek, akkor azt mondjuk, hogy hasonldk,
valahanyszor az Osszes olyan permutacio, amellyel szemben az egyik invarians, a masik is
az. Ezutan bizonyitotta a kovetkezo tételt (amely a kényv 100. tétele).

Ha az 6sszes olyan permutacio, amellyel szemben t invarians az y is invarians,
akkor az y kifejezhetd a t és az egyenlet egyiitthatoi racionalis fiiggvényeként.
E tétel mar ténylegesen tekintheto a Galois-elmélet el6futaranak.

4.5. Gianfrancesco MALFATI

A harmadfoki egyenletekre alkalmazott moddszerekkel kisérelte meg az 6todfoku
egyenlet megoldasat. Az

(1) 2 +3ax+b=0

harmadfokt egyenlet megoldasat olyan x keresésével végezte, amelyre fonnall az

(2) x+-m\3/ﬁ+n\3/}:[]

linearis egyenlet. A benne szereplé kobgyoktol egy Eulertél szarmazo altalanosan alkalma-
zott Gtlettel szabadult meg: a /f-et a/f és a?{/f-fel helyettesitve (2)-ben — a harmadik

primitiv egységgyok — tovabbi két linearis kifejezéshez jutott, amelyekkel megszorozta (2)
bal oldalat. Ebbdl az

(3) 2 —3mnfr+m’f2+n*f=0
egyenletet kapta, amibdl az f = 1 helyettesitéssel

(4) ? — 3mnx + (m® +n’) =0
egyenlet jon, ami pontosan akkor ekvivalens (1)-gyel, ha

mn = —a

m?+n®=0»

Ebb6l egyszeriien kaphaté m?, n?, és azutan m és n.

Ugyanezzel a modszerrel akarta megoldani az
(6) 2° + 5ax® + 5ba’ + Sex +d = 0
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egyvenletet. Az x gyokre most az

(7) z+mY/fE+pY P+ g/ 2+ f=0

linedris kifejezést foltéve. /f helyébe most rendre

ay, f: 025 f1 O‘B\E’/f: Q4W—et'

helyettesitett, ahol o 6todik primitiv egységeyok. A kapott négy linedris kifejezéssel meg-
szorozta (7) baloldalat, z—re rendezte és f = 1 helyettesitést alkalmazott. Kapott egy
(5)-héz hasonld, de igen bonyolult egyenletrendszert m, n, p, g-ra. Ezt

mn=y, pq=1u
25uy — Ha’ —I—5§ =z
helyettesitésekkel egyszertisitette, majd belole egy z—ben hatodfoku egyenletre jutott iszo-
nyu mennyiségl szamolas utan.
Ennek altalaban nem volt legf6ljebb harmadfoku faktora, de ha mégis volt, akkor a
(6) egyenlet gyokjelekkel megoldhaténak bizonyult. A gytkdkpedig folirhatok voltak

Tg=—(m+p+q+n)

z, = —(am + o®p + a’q + a'n)
(8) Ty = —(a?m + a’p 4+ aq + a’n)

r3 = —(a’m + ap + a*q + a’n)

ry = —(a’*m+ o’p+ a’q+ an)

alakban, azaz m,n, p, q linearis, mig z negyedfoku polinomja a gyokoknek.
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