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Maro6ti Miklos

1. ITELETKALKULUS

1. Definicié. Itéletnek neveziink egy olyan allitést (kijelentd mondatot), amely vagy igaz vagy
hamis, de a kett6 egyidejileg nem teljesiilhet. Ha az itélet igaz (vagy hamis), akkor azt mondjuk
hogy az itélet logikai értéke vagy igazsageértéke igaz (vagy hamis). Az itéleteket nagybetiikkel jeloljiik.

2. Példa. Az alabbi mondatok koziil A és B itélet, de C és D nem az.

A: A Fold a Nap koriil kering.
B: Minden 2-nél nagyobb péros szam elGall két primszam Osszegeként.
(Ez az ugynevezett Goldbach-sejtés, amirdl nem tudjuk hogy igaz-e.)
C: Miért kering a Fold a Nap koriil?
D: Most nem mondok igazat.
(Ez az allitas se igaz, se hamis nem lehet, mert ellentmondana énmagénak.)

3. Példa. A kéznapi nyelvben és a matematikaban is kétGszavak segitségével képezhetiink itéletekbdl
Gjabb itéleteket:

Ha siit a nap, akkor kimegyek az uszodaba.

: Kimegyek az uszodaba, és siit a nap.

Nem siit a nap.

Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.
Kimegyek az uszodaba, vagy siit a nap.

Akkor és csak akkor siit a nap, ha kimegyek az uszodaba.
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4. Definici6. Tetsz6leges A, B itéletre definidljuk az alabbi Gsszetett itéleteket:

(1) A negacidja a ,nem A” itélet, melynek jele —A;

(2) A, B konjunkcioja az ,A és B” itélet, melynek jele A A B;

(3) A, B diszjunkcidja az ,,A vagy B” itélet, melynek jele AV B;

(4) A, B implikicioja a ;ha A, akkor B” itélet, melynek jele A — B;

(5) A, B ekvivalencidja az jakkor és csak akkor A, ha B” itélet, melynek jele A +» B.
Ha egy itélet nem bonthat6 fel 6sszetett itéletre, akkor primitéletnek nevezziik.

5. Definicié. Az el6z6 definicioban bevezetett 6t logikai miivelet miivelettablazatai a kovetkezdk,
amely segitségével Gsszetett itéletek logikai értéke kiszamithato:
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6. Példa. A mindennapi életben a ,yvagy” kitGszot kétféle értelemben is szokéas hasznélni.

L: Kéavét hoz, vagy almos. (megengedd vagy: akar mind a kett6 megtorténthet. )

M: Gyalog megy, vagy biciklizik. (kizar6 vagy: csak az egyik torténhet meg.)
Az A kizaro vagy B” itélet alatt igazabol az (A V B) A (=(A A B)) itéletet értjiik, és nem vezetiik
be 11j logikai muveletet.

7. Példa. A csak akkor A, ha B”, B sziikséges feltétele A-nak”, , A elegendd feltétele B-nek” és
,sha A, akkor B” itéletek mind ugyan azt jelentik, ahogy ezt a kovetkezd itéletek mutatjik:

N: Csak akkor megyek az uszodéaba, ha siit a nap.

O: A napsiités sziikséges feltétele az uszodaba menésnek.

P: Az uszodaba menés elegendd feltétele a napsiitének.



@: Ha megyek az uszodéaba, akkor siit a nap.

8. Definici6. Itéletvaltozonak nevezziik az olyan valtozokat, amelyek itéleteket jelslnek. Az itélet-
kalkulus formulai a kdvetkezsk:

(1) az itéletvaltozok mindegyike formula,;
(2) ha F, G formula, akkor (=F), (FAG), (FVG), (F — G), (F < G) mindegyike formula; és
(3) minden formula az el6z6 két pont véges szamu alkalmazéaséval megkaphato.

9. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G formula részformuldja az F formuladnak, ha G fellép az F
el6z6 definiciéban leirt elgéllitasa soran.

10. Példa. Minden itélet formalizdlhat6 egy itéletkalkulusbeli formulaval, amelyben a itéletvaltozok
a primitéleteket jeloli. Példaul a kovetkezd itéletek

R: Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.
S: Ha nem siit a nap, nem megyek ki az uszodaba.
T: Nem fordulhat eld, hogy kimegyek az uszodaba és nem siit a nap.

egy lehetséges formalizélasa a kovetkezs: R = A — B, S = (=B) — (-4), T = —((4 A (-B))),
ahol az A és B itéletvaltozok a ,Kimegyek az uszodaba” és ,Siit a nap” primitéleteket jeloli.

11. Definicié. Ha adott az itéletvaltozok igazsagértéke, akkor a formula igazsagértéke a formula
felépitése alapjan a logikai miveletek segitségével mindig kiszamithatd. Ha az itéletvaltozok minden
lehetséges értékére a formula igazsagértékét kiszamoljuk, akkor megkapjuk a formula igazsagtabla-
zatat.

12. Példa. A példa T formuldjanak igazsdgtablazata (utolso oszlop) a felépitése alapjan kiszé-
molva:
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13. Definicié. Az F és G formuldk logikailag ekvivalensek, ha a benniik szerepld itéletvaltozok
tetszGleges igazsagértékére a formuldk igazsagértéke megegyezik (azaz a formuldk igazsidgtablazata
megegyezik). Ekkor ezt ugy jeloljiik, hogy FF = G. Egy F formulat tautologianak hivunk, ha
igazsagértéke mindig igaz, azaz F' = i, és kontradikcionak neveziink, ha F' = h.

14. Tétel. Igazak a kovetkez6 logikai ekvivalenciak.

A, V alaptulajdonsagai:

ANA=A, AVA=A, (idempotencia)
ANB=BAA, AV B=BVA, (kommutativitas)
(AANB)AC=AN(BACQ), (AvB)vC=AvV (BV(O), (asszociativitas)
AN(AV B)=A, AV (ANB)=A, (abszorptivitas)
ANBVC)=(AANB)V(ANC), AV(BAC)=(AVB)AN(AVO), (disztibutivitas)

- alaptulajdonsaga:

-(nA4) = A, (dupla tagadas)
-(AAB)=(-4)V(-B), -(AV B) = (-A) A (—B) (De Morgan szabalyok)



i és h alaptulajdonsigai:

AN (—A) = h, AV (-A) =i,
ANI= A, AVi=i,
AANh=h, AVh=A,
i—>A=A, h— A=i,
A—i=i, A—h=-A4,

— és <> alaptulajdonsagai:

A— B=(-A)VB, A<>B=(A— B)AN(B— A),
A — B=(-B)— (—A), A<+ B=B< A,
A= (B—-C)=(AAB)—C, (A B)+ C=A+ (B+(0),
A= (BNC)=(A—-B)AN(A—C), (AVB) - C=(A—=C)N(B—C).

15. Tétel. Ha egy formula valamely részformulaja helyébe vele logikailag ekvivalens formulat {runk,
akkor az eredetivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

16. Tétel. Ha két formula logikailag ekvivalens, akkor a benniik szerepl§ itéletvaltozokat tetszéleges
formulakkal helyettesitve tjra logikailag ekvivalens formulakat kapunk.

17. Ko6vetkezmény. Minden formula logikailag ekvivalens egy olyan formulaval, amelyben csak
negécio, konjunkeio (és diszjunkeid) szerepel.

18. Tétel. Legyen F' olyan formula, amelyben csak konjunkcio, diszjunkcié és negdlt illetve nega-
latlan itéletvaltozo szerepel. Legyen F™* az a formula, amelyet az F-bél gy kapunk, hogy

(1) minden V jelet A-re cseréliink,

(2) minden A jelet V-re cseréliink,

(3) minden A negélatlan itéletvaltozot —A-ra cseréliink, és
(4) minden —A negalt itéletvaltozot A-ra cseréliink.

Ekkor —F = F*.

19. Példa. Legyen FF = AN (B V —C). Ekkor =F = AV (-B A C). Figyelem, fontos, hogy
csak itéletvaltozok lehetnek negélva az F formuldban. Példaul ha FF = A A =(B Vv —=C), akkor
-F #-AV (=B AC), hanem -F = -AV (BV -C).

20. Definici6. Az F formulat diszjunktiv normélformanak neveziink, ha FF = K1V Ko V- - -V Ky ala-
ka, ahol K7, ..., K; mindegyike valtozoknak vagy valtozok negéltjainak konjunkcidja. Az Ay, ..., A,
valtozokbol felépitett diszjunktiv norméalforma teljes, ha Ky, ..., K; paronként kiilonb6z6 n-tagi kon-
junkcidk, amelyekben az Ay, ..., A, itéletviltozok mindegyike szerepel negalva vagy negalatlanul.

21. Tétel. Minden formuldhoz létezik vele logikailag ekvivalens teljes diszjunktiv norméalforma,
amely a tagok sorrendjétél eltekintve egyértelmtien meghatérozott.

2. PREDIKATUMKALKULUS

22. Definicié. Predikitumnak nevezziik az olyan fiiggvényt vagy kifejezést, amelybe alkalmas objek-
tumokat behelyettesitve itéletet kapunk. A predikatum valtozo6it individuumvaltozoknak, a behelyet-
tesithetd objektumok nemiires dsszességét individuumtartoménynak nevezziik. A predikatumokat az
itéletekhez hasonléan nagy bettkkel jeldljiik, de zardjelben feltiintetjiik az individuumvaltozoéit. Az
itéleteket nullvaltozos predikdtumoknak tekintjiik.

23. Példa. Az egész szamok halmazéan a kovetkezs kifejezések predikatumok:
(1) O(x,y): ,,x osztdja y-nak”,
(2) P(x): ,az x szam prim”,
(3) F(z): az x szam felbonthatatlan”,
(4) M(x,y,z2): ,az x és y szamok szorzata z”.
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24. Definici6. Tetszéleges A itéletre és x individuumvaltozora definidljuk az alabbi itéleteket:
(1) ,minden z-re A”, melynek neve univerzilis kvantifikicio és jele (Vx)A;
(2) ,létezik z, hogy A”, melynek neve egzisztencidlis kvantifikacio és jele (3z)A.

25. Példa. Minden itélet, amely egy adott individuumtartomany elemeirdl allit valamit, formalizal-
hato. Példaul az el6z6 példa predikatumait felhasznélva a kovetkezd itéleteket formalizaljuk:

(1) ,tetsz6leges a, b, c egész szamokra ha a | b és b | ¢ akkor a | ¢”
(Va,b,c)((O(a,b) AO(b,c)) = O(a,c));
(2) ,az a szam akkor és csak akkor osztdja b-nek, ha létezik olyan c egész szam, hogy ac = b”
O(a,b) < (3c)(M(a,c,b));
(3) ,minden primszam felbonthatatlan”
(Va)(P(a) — F(a)).

26. Definicio. Fiiggvénynek nevezziik az olyan kifejezést, amelybe az individuumtartomény elemeit
behelyettesitve az individuumtartomany egy tjabb elemét kapjuk. A nullaviltozos fliggvényeket
individuumkonstansoknak nevezziik.

27. Példa. Az egész szamok halmazan a kdvetkezs kifejezések fliggvények:
(1) x-y: ,x és y szorzata”,
(2) Inko(zx,y): ,z és y (pozitiv) legnagyobb kizds osztoja”,
(3) In(x): ,az x szam természetes alapt logaritmusa’”,
(4) 1: jaz 1 konstans”.

28. Megjegyzés. Figyeljik meg, hogy a V kvantor utan altaldban implikiciot, a 3 kvantor utén
pedig ést hasznalunk, ahogy ezt a ;minden politikus hazug” (Vz)(P(z) — H(x)) és a ,létezik olyan
politikus, aki hazug” (3z)(P(z) A H(x)) itéletek formalizalasai mutatjak.

29. Definicio. Rogzitsiik a fiiggvényjelek F és a predikdtumjelek P halmazat, illetve ezen jelek val-
tozoinak szaméat (aritasat). Ekkor a predikatumkalkulus (els§ rendii nyelv) kifejezései a kovetkezdk:
(1) az individuumvéltozok mindegyike kifejezés;
(2) ha ty,...,t, kifejezések és f € F n-valtozos fiiggvényjel, akkor f(t1,...,t,) is kifejezés; és
(3) minden kifejezés az el6z6 két pont véges szamu alkalmazasaval megkaphato.
A predikatumkalkulus (els6 rendd nyelv) formulai a kovetkezok:
(1) ha ty,...,t, kifejezések és P € P n-véltozos predikatumjel, akkor P(ty,...,t,) primformula;
(2) ha F, G formulak és x individuumvaltozo, akkor (=F), (FAG), (FVG), (F — G), (F + G),
((Vz)F), ((3z)F) mindegyike Gsszetett formula; és
(3) minden formula az el6z6 két pont véges szamu alkalmazéaséval megkaphato.

30. Példa. Tartalmazza F = {-} a szokdsos 2-valtozos szorzas fiiggvényjelet és R = {=} a szokdsos
2-valtozos egyenléség predikdtumjelet. Ekkor az szamelmeéletnél bevezetett oszthatdségra vonatkozo
definiciokat és allitdsokat mind formalizalhatjuk. Példaul a ,tetszéleges a, b, ¢ egészekre ha a osztja
b-t és b osztja c-t, akkor a osztja c-t” itélet egy lehetséges formalizdldsa a kdvetkezd:

(Va,b,c)(((Fz)(a-z=b) A (Fz)(b-z=c)) = (Fz)(a z = c)).

31. Definici6. A formuléak felépitése soran felleps (Vz)F' és (Jz)F alaka részformulaknal F-et a
kvantor hataskorének hivjuk. Ekkor az x individuumvaltozo F-beli el§fordulasait kétottnek nevez-
ziik, minden nem kotétt elgfordulast szabadnak neveziink. Egy formula szabad valtozoi alatt a
szabadon el6forduld valtozok halmazat értjiik. Egy formula zart, ha nincs szabad valtozoja.

32. Példa. Az
(V2)((Fy)(z -y =2) = (x =y))
formulaban a z valtozé szabadon fordul el8, az y valtoz6 kétszer fordul els, el6szor kétdtten majd

szabadon, az x valtozé szintén kétszer fordul eld, mindkett&szor kotdtten. Tehat a formula szabad
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valtozoi y és z. A y valtozd kotott el6fordulasara ugy gondolunk, mint ha az teljesen kiilénb6z6 lenne
a szabad el6fordulastol, és a valtozd atnevezésével ez egyértelmiivé is tehetd:

(Vm)((ﬂt)(x t=2z) = (x = y))

33. Definicié. Azt mondjuk, hogy az F' és G formulék logikailag ekvivalensek, és azt irjuk hogy
F = G, ha tetsz6leges individuumtartomanyon tetszélegesen kivélasztva a fiiggvényjelek és predika-
tumjelek interpretaciojat a formulak altal meghatarozott F(xq,...,zy) és G(z1,...,x,) predikatu-
mok megegyeznek. Egy F formulat tautologianak hivunk, ha tetsz6leges interpretacié esetén igaz,
jelolésben: = F.

34.* Tétel. Legyenek F, G tetsz6leges formulak, H pedig olyan formula, melynek x nem szabad
valtozéja. Ekkor teljesiilnek az alabbi logikai ekvivalenciak

(V) (Vy) F' = (Vy) (V) F, (32)(Fy) F = (3y) Ba) F,
—(Vz)F = (3z)(=F), —(F2)F = (Vo) (=F),
(Vz)(FAG) = (Vz)F A (V2)G, (Fz)(FVG) = (3x)FV (32)G

(Vz)H = H, (3z)H = H.

35.* Tétel. Ha egy formula részformuldjat egy vele logikalilag ekvivalens formulaval kicseréljiik,
akkor az eredetivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

36. Megjegyzés. Az itéletkalkulussal ellentétben nincs algoritmus annak elddntésére, hogy két
formula logikailag ekvivalens-e, mert minden individuumtartoméanyt és minden interpretaciét meg
kellene nézni.

37.* Tétel. Legyen F olyan formula, amelyben csak univerzalis kvantor, egzisztencialis kvantor,
konjunkcié, diszjunkcié és negalt illetve negélatlan primformula szerepel. Legyen F* az a formula,
amelyet az F-bél agy kapunk, hogy

(1) minden V jelet 3-re cseréliink,
(2) minden 3 jelet V-re cseréliink,

(3) minden V jelet A-re cseréliink,

(4) minden A jelet V-re cseréliink,

(5) minden A negalatlan primformulat —A-ra cseréliink,
(6) minden —A negalt primformulat A-ra cseréliink, és
(7) minden kifejezést meghagyunk a primformulakban.

Ekkor —-F = F™*,
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