MTN212: Halmazok, leképezések
(eladasvazlat, 2019. februar 19.)

Maré6ti Miklos

Jelolje Z az egész szamok halmazat, N a pozitiv egészek halmazat, Q a racionalis szamok halmazét,
R a val6s szamok halmazat, és ]Rar a nem negativ valos szamok halmazat.

1. HALMAZOK

1. Megjegyzés. A halmaz és a halmaz eleme alapfogalmak, nem definidljuk. Az a € A jellést
hasznaljuk annak kifejezésére, hogy a eleme A-nak. A —(a € A) formula helyett a ¢ A-t frunk.
Megjegyezziik, hogy egy elem nem lehet t6bbszdr eleme egy halmaznak, azaz csak az szamit, hogy
az adott elem eleme-e a halmaznak vagy sem. A halmazelmélet axiomatikus felépitésében csak azt
tessziik fel, hogy € kétvaltozos predikatumjel, és az individuumtartomanyunk a halmazok Ssszessége.

2. Definici6. Ha az A és B halmazoknak ugyanazok az elemei, azaz (Vz)(z € A <> x € B), akkor
azt mondjuk, hogy egyenldk, és azt irjuk, hogy A = B. Ha A minden eleme B-nek is eleme, azaz
(Vx)(x € A — x € B), akkor azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek, és azt irjuk hogy A C B. Az
A halmaz valodi részhalmaza B-nek, amelyet A C B-vel jeloliink, ha A C B, de A # B.

3. Definicié. Azt a halmazt, melynek nincsen eleme, iireshalmaznak nevezziik és ()-el jeloljiik, azaz
—(3z)(z € 0) teljesiil.

4. Tétel. Tetszbleges A, B, C halmazokra

(1) AC Aés 0 C A
(2) ha AC Bés BC C,akkor A C C;
(3) A = B akkor és csak akkor, ha A C B és B C A.

5. Definicid. Legyenek ay,...,a, nem feltétlen kiilonb6z6 elemek. Ekkor {ai,...,a,} azt az A
halmazt jel6li, amelynek pontosan ay,...,a, az elemei, azaz (Vz)(z € A< (x=a1 V- VI = ay,)).

6. Példa. Tekintsiik a kovetkezd halmazokat:
A={1,2}; B={1,3-1}; C={1,1,2}; D={0,1,2}; E={{1},2}; F={{1,2}}.

Ekkor A = B = C, a t6bbi mind kiilénb6z8. D-nek harom, F-nek egy eleme van, a tobbinek kettd.
{1} részhalmaza A, B, C és D-nek, de E és F-nek nem. {1} csak E-nek eleme, a tobbinek nem.

7. Definicio. Legyen F' olyan formula, melynek csak x a szabad valtozoja. Ekkor {z : F'} azt az
A halmazt jeloli, amelyre (Va)(F <> x € A) teljesiil. Ha nem vildgos, hogy = milyen U individu-
umtartomény eleme lehet, akkor az {x € U : F } jelolést hasznaljuk. Formula helyett sokszor csak
szoveges predikdtumot irunk amelyet megfelelGen lehetne formalizalni.

8. Példa. A kovetkezd halmazok mind egyenlsk: {1,2,3,6}, {z e N:z |6}, {z €Z :x>1¢és x|
6 }, { hat pozitiv 0szt6i }.

9. Definici6. Tetszoleges A és B halmazokra definidljuk az egyesitésiiket és metszetiiket:
AUB={z:x€ AVz € B}, ANB={x:x € ANz € B}.

Azt mondjuk, hogy A és B diszjunktak, ha AN B = 0.



10. Tétel. Tetszéleges A, B, C halmazokra

AUD = A, AND =10,

AUA=A, ANA=A, (idempotencia)

AUB=BUA, ANB=DBNA, (kommutativitas)
(AUB)UC =AU (BUCQ), (ANB)NC=An(BNO), (asszociativitas)
(AUB)NA=A, (ANB)UA=A, (abszorptivitas)
(AuB)NC=(ANnC)u(BNC), (AnB)UuC=(AuC)Nn(BUCQC). (disztibutivitas)

11. Definicid. Legyen rogzitve egy U univerzum. Ekkor tetszéleges A C U halmazra definidljuk az
A komplementerét: B
A={zecU:x¢gA}.

12. Tétel. Tetszbleges A, B C U halmazokra
A, (dupla tagadas)
= ANB, (De Morgan szabalyok)
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13. Definicid. Tetszdleges A és B halmazokra definialjuk a kiilonbségiiket és szimmetrikus kiilénb-
ségiiket:
A\B={z:2€¢ ANz ¢ B}, AAB={z:z€¢ Az ¢B}.
14.* Tétel. Tetszéleges A, B C U halmazokra A\ B=ANBé AN B=(A\B)U(B\ A).
15. Definicio. TetszGleges a, b elemekre definialjuk az (a,b) rendezett elempart. Az (a,b) rendezett

elemparnak a és b az elsg, illetve a masodik koordindtaja. Két rendezett elempér akkor és csak akkor
egyenld, ha a megfelel§ koordinataik egyenldk.

16. Definici6. Tetszdleges A, B halmazokra definialjuk a Descartes-szorzatukat:

AxB={(a,b):ac ANbe B}.
17. Példa. Az A = {1,2} kételemi és B = {3,4,5} haromelemd halmazok Descartes-szorzata
A x B ={(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)} hatelemd halmaz. Vegyiik észre, hogy ) x B = 0,
mert ha (a,b) eleme lenne a Descartes-szorzatnak, akkor a € () lenne, ami nem lehet.
18. Definicio. Tetszoleges A halmaz esetén az A Osszes részhalmazainak halmazat az A hatvany-
halmazanak nevezziik és P(A)-val jeloljiik, azaz

PA={X:XCA}

19. Példa. Az A = {1,2,3} haromelemt halmaz hatvanyhalmaza

P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},{2,3}, {1, 2,3}}
8-elemt. Az lireshalmaznak csak az iireshalmaz a részhalmaza, ezért P(0)) = {0}, azaz egy olyan
halmaz, amelynek egyetlen eleme van, az tireshalmaz. Gondoljuk &t, hogy P(P(0)) = {0,{0}}.

2. MEGFELELTETESEK ES LEKEPEZESEK

20. Definici6. Tetszbleges A, B halmazokra az A x B halmaz részhalmazait A-b6l B-be mend
megfeleltetéseknek nevezziik. Az A halmazt a megfeleltetés indulasi halmazanak, B-t pedig az
érkezési halmazanak nevezziik.

21. Példa. Az A = {1,2} halmazbél a B = {3,4,5} halmazba mend megfeleltetések pontosan a
P(A x B) elemei, azaz 20 = 32 van beléliik. Példaul az () is megfeleltetés A-bol B-be, ebbél lathato,
hogy a megfeleltetés megadasakor mindig meg kell adni az érkezési és indulasi halmazokat is.
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22. Definicio. A ¢ C A x B megfeleltetés értelmezési tartomanya az {a € A : (3b € B)((a,b) € o) },
értékkészlete pedig a {b € B : (Ja € A)((a,b) € o) } halmazok.

23. Példa. Vegyiik a o = {(7,y) € R x R : x = y?} megfeleltetést a valos szamokon. Ekkor o
értelmezési tartomanya R, az értékkészlete pedig R.

24. Jelblés. A megfeleltetéseket négyféleképpen dbrazolhatjuk: 1) koordinatarendszerben berajzol-
juk azokat a pontokat, melyek meg vannak feleltetve egymasnak, 2) felrajzolhatjuk az indulési és
érkezési halmazokat az elemeikkel, és a megfeleltetett elemeket nyillal 6sszekotjiik, 3) ha az érkezési
és indulasi halmazok megegyeznek, akkor egy irdnyitott graf éleivel jeloljiik a megfeleltetett elemeket,
4) egy 0,1 matrixszal, melynek sorai az indulési, oszlopai pedig az érkezési halmaz elemeit jeldli.

25. Definicio. Minden o C A x B megfeleltetésre definialjuk az inverzét:

L ={(ba) €Bx A:(a,b)€p}.

Vegyiik észre, hogy (p~1)~! = p.

26. Definici6. Ha a o C A x B megfeleltetés érkezési halmaza megegyezik a o C B x C megfeleltetés
indulédsi halmazéval, akkor definidljuk a oo C A x C szorzatukat:

o0 ={(a,c) e AxC: (3 e B)((a,b) € oA (b,c) € 0) }.

27. Példa. Vegyiink emberek egy E halmazat és rajtuk a o = { (z,y) € E x E : z sziil6je y-nak }
megfeleltetést. Ekkor oo a ,nagysziils”, o~ 'o pedig a ,egyenls, testvér vagy féltestvér” megfeleltetést
adja.

28. Definicid. A o C A x B megfeleltetés parcidlis leképezés, ha minden a € A elemre legfeljebb
egy olyan b € B elem létezik, hogy (a,b) € p. Ilyenkor a o: A — B jelolés hasznaljuk, ami azt
jelenti, hogy o parcialis leképezés A-bol B-be. Tovabbé (a,b) € o helyett azt mondjuk hogy az a
elem g melletti képe b, és azt irjuk, hogy ap = b vagy o(a) = b. A parcialis leképezést leképezésnek
nevezzilk, ha minden a € A elemre pontosan egy vele megfeleltetett b € B elem létezik.

29. Példa. A 23] példdban megadott megfeleltetés nem parciélis leképezés, mivel mind (4, 2), mind
(4,—2) is eleme g-nak. Viszont a 0N (R x R}) megfeleltetés R-b6l Ri-ba mar parcialis leképezés de
még mindig nem leképezés, mivel a —1 elemnek nincsen képe. A oN (RE x Ry) megfeleltetés viszont
mar leképezés.

Imazon

30. Példa. Minden leképezés elemparok halmaza. Vegyiik példaul az A = {—2, 0,1,2} ha
0),(1,1),(2,2)}

—1,
az abszolutérték fiiggvényt. Ekkor ez leképezés amely egyenls a {(—2,2), (—1,1),(0,0), (1,
halmazzal.

31. Tétel. Ha 9: A — B és 0: B — C leképezések, akkor po: A — C' is leképezés és tetszGleges
a € A elemre a(po) = (ap)o.

32. Definicio. Tetszoleges A halmazon definidljuk az identikus leképezést:
ida ={(a,b) e AxA:a=0b}.
33. Tétel. Tetszoleges p: A — B leképezésre idy 0 = ¢ és pidp = o.
34. Tétel. Tetszoleges p: A — B, 0: B — C és 7: C — D leképezésekre (po)T = p(oT), azaz a
szorzas asszociativ.

35. Példa. Vegyiik az A = {1,2,3} halmazon a o = {(1,2),(2,3),(3,1)} és o = {(1,2),(2,1),(3,3)}
leképezeéseket. Ekkor go = {(1,1),(2,3),(3,2)} és oo = {(1,3),(2,2),(3,1)}, azaz a szorzis nem
kommutativ.

36. Definici6. A o: A — B leképezés sziirjektiv (vagy raképezés), ha minden elem eléfordul kép-
elemként, azaz ha
(Vb€ B)(Ja € A)(ap =1D).
A 0: A — B leképezés injektiv (vagy kolesonosen egyertelmii), ha kiilonb6zé elemek képe kiilonbozs,
azaz ha
(Vay,as € A)(a10 = az0 — a1 = az).
A o leképezés bijektiv (vagy kolesonosen egyértelmii raképezés), ha sziirjektiv és injektiv is.
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37. Tétel. A o: A — B leképezésnek az inverze akkor és csak akkor leképezés, ha o bijektiv.

38. Tétel. Tetszbleges p: A — B és 0: B — C leképezésekre
(1) ha p és o sziirjektiv, akkor go is sziirjektiv;
(2) ha ¢ és o injektiv, akkor go is injektiv;
(3) ha o és o bijektiv, akkor go is bijektiv;
(4) ha go sziirjektiv, akkor o sziirjektiv;
(5) ha go injektiv, akkor g injektiv; és
(6) ha oo bijektiv, akkor g injektiv és o sziirjektiv.
39. Tétel Tetsz6leges 0: A — B, 0: B — C bijektiv leképezésre
(1) 1s bijektiv,
(2) =idy,
( ) Q Q = 1d37
(4) (o) ' =0""0".

40. Definicié. Az A halmazbol B-be mend osszes leképezés halmazat BA-val jeloljiik. Az A-bol
A-ba meng Osszes bijektiv leképezés halmazat Sym(A)-vel jeloljiik.
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