FELADATSOR A CSOPORTOK ES TESTEK GYAKORLATHOZ

Emlékeztetéiil idemésoltam az eléfeltételek tematikajat. Vastagon szedem
azokat a részeket, amelynek az ismerete fokozottan ajanlott a gyakorlat résztvevidinek.
Kérem, a félév els6 néhany hetében ezt ismételje 4t mindenki, aki nem érzi biztosnak
a tudasat ezekrdl a fogalmakrol.

LINEARIS ALGEBRA TEMATIKA

Vektorok és pontok a valés elem-n-esek korében, vektorok Osszege és skaldrral vald
szorzésa, linedris kombindcid, alkalmazdsok (egy egyenesre, ill. sikra esd vektorok,
pontok, az ltaluk kifeszitett egyenesek és sikok, linedris mozgds).

Bels6 szorzat, vektorok hossza, haromszog-egyenlétlenség, Cauchy—Schwarz-e-
gyenlStlenség, vektorok merdlegessége, merdleges vetités, alkalmazasok (hdromszog
nevezetes pontjai, Euler-vonal).

Egyenesek, sikok, hipersikok a valds elem-n-esek koérében. Homogén és nem-
homogén linearis egyenletrendszerek, matrixuk. Elemi dtalakitdsok, Gauss-elimina-
cio, linearis egyenletrendszerek altalanos megoldasa. Linedris egyenletrendszer mint
vektorok linedris kombindcidja, alkalmazdsok (egyenesek és sikok megaddsa). Mat-
rixmiuiveletek és azok algebrai szabadlyai, kapcsolat a linearis egyenletrend-
szerekkel. Maétrixegyenletek, matrixok inverze, alkalmazisok (métrixok LU-
faktorizacidja, Leontyev-mdtrix). Métrixok blokkokkal valé megaddsa és ezekkel
valé szamolas.

Determinansok, kiszamitdsuk kifejtéssel és elemi atalakitdsokkal, determindns
mint eldjeles térfogat. A determinansok szorzastétele, nemelfajulé méatrixok,
Cramer-szabdly. Linedrisan fiiggo, illetve fiiggetlen vektorrendszerek, vektorrend-
szer rangja. Matrix sor-, oszlop- és determindnsrangja, matrixok rangszamtétele,
rang kiszamitdsa, Kronecker—Capelli-tétel. Alterek a valds elem-n-esek korében és
megadasuk kifeszitett altérként, illetve hipersikok metszeteként. Alterek béazisa,
vektorok koordindtasora tetszéleges béazisban. Altér dimenzidja, az alterek di-
menziététele, ranggal valé kapcsolat.

Linearis leképezések, a sik és tér nevezetes linedris transzforméciéi. Linedris
leképezések képtere és magtere. Linedris leképezések mdtriza. Linedaris leképezések
skalarral valé szorzasa, 6sszege, szorzata, inverze, ezek kapcsolata a matrixmiiveletek-
kel. A bazisattérés matrixa, matrixok hasonlésaga.

Linedaris transzforméaciok és matrixok sajatértéke, sajatvektora és sajataltere,
matrixok karakterisztikus polinomja, diagondlis matrixhoz hasonldé métrixok, alka-
lmazdsok (képtomorités, linedris rekurzié, Markov-ldncok).

Szimmetrikus bilineéris leképezések és matrixuk, kvadratikus alakok és métrixuk,
kvadratikus alakok kanonikus és normal alakra hozasa, kvadratikus alakok osztalyoza-
sa (definitség).

Ortogonalis, illetve ortonormalt vektorrendszerek, Gram—Schmidt-féle eljaras,
matrixok QR- faktorizacidja, fétengelytétel. Absztrakt vektorterek, vektorterek izo-
morfidja, absztrakt euklideszi terek, euklideszi terek izomorfidja.
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DISZKRET MATEMATIKA TEMATIKA

Szamelmélet alapjai (oszthatdésdg, szamelmélet alaptétele, primek eloszldsa, euk-
lideszi algoritmus, linearis kongruencia rendszerek, kinai maradéktétel).
Logikai alapok ({téletkalkulus, predikdtumkalkulus, formalizélds, logikai ekviva-
lencia, kovetkezményfogalom, bizonyitdsi mddszerek, tagadds, példa, ellenpélda).
Halmazok (megaddsi médjaik, halmazmiiveletek, hatvdnyhalmaz, leképezések, per-
mutaciok, alapveté halmazok szdmossdga, betekintés a halmazelméleti axiémékba).
Miiveletek (asszociativ, kommutativ, idempotens, egységelem, zéruse-
lem, inverz, disztributiv tulajdonsigok, nevezetes példdk). Relacidk (re-
flexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszimmetrikus relaciék, ekvivalencia-
reldciok és osztalyozdasok, részbenrendezések és Hasse-diagramok). Alge-
brai struktirdk (halészeriien rendezett halmazok és halék ekvivalencidja,
nevezetes példak csoportokra, gyliriikre, testekre és halékra).

ALGEBRA ES SZAMELMELET TEMATIKA

Komplex szamok, kanonikus és trigonometrikus alak. Moivre-képlet, gyokvonas,
egységgyokok, egységgyok rendje, primitiv egységgyokok. Harmad- és negyedfoku
egyenletek, az algebra alaptétele (ismertetés).

Teljes és redukalt maradékrendszerek, az Euler-féle fi fliggvény, Euler—Fermat-
tétel, rend modulo m, primitiv gyokok, index. Négyzetes maradékok, Legend-
re-szimbd6lum. Titkosirdsok, nevezetes szdmelméleti problémék (ismertetés).

A gyliril, az integritastartomany és a test fogalma, nevezetes példak
(szdmgytirik és szamtestek, maradékosztily-gyliriik és maradékosztaly-
testek, matrixgytirik).

A polinom fogalma, test feletti polinomgyiiriti. Oszthatésig, maradékos
osztas, Inko és lkkt, euklideszi algoritmus, kétismeretlenes lineédris diofantoszi egyen-
let, kongruencia, maradékosztalyok, maradékosztaly-gytiri, linearis kongruencia,
multiplikativ inverz mod f.

Polinom és polinomfiiggvény, Lagrange-interpolacié, polinomok (t6bbszo-
ros) gyokei, Bézout tétele, (iterdlt) Horner-médszer. Irreducibilis polinomok,
egyértelmii irreducibilis faktorizacié. Viete-formulak, irreducibilis faktorizacié
a komplex, valds és raciondlis szamtest folott, Schonemann—Eisenstein-tétel,
Rolle-tétel. Polinomgyitri faktorteste, egyszerii algebrai bovités, véges
testek konstrukciéja. Derivalt, polinomok k6z6s, ill. t6bbszoros gyokei.

Véges halmaz permutaciéi, a szimmetrikus csoport. Ciklusfelbontas,
hatvanyozas, rend. El6éallitas transzpoziciék szorzataként, paros és parat-
lan permutéiciok, az alternilé csoport. Permutdciés jatékok (ismertetés).

A csoport, mint absztrakt struktira, miivelettdblazat, izomorfia, izo-
morfizmus. Nevezetes példdk: sziamok, (redukdlt) maradékosztalyok,
permutaciok, matrixok, transzformacidok csoportjai, linearis csoportok,
diédercsoport, kvaterniécsoport. Hatvanyozas, elem rendje, ciklikus cso-
port és részcsoportjai. Részcsoport, generaldas. Mellékosztalyok, La-
grange tétele. Alkalmazds Osszeszamlaldsi feladatokra (ismertetés).
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1. NORMALOSZTOK, CSOPORTHOMOMORFIZMUSOK
Feladat 1.1. Adja meg az A, csoport részcsoport- és normélosztéhaldjat.
Feladat 1.2. Adja meg a Dg csoport részcsoport- és normélosztéhaldjat.

Feladat 1.3. Adja meg az SL(2,2) miivelettdblajat. (SL(2,2) a Zo feletti 1 de-
termindnsi 2 X 2-es métrixok multiplikativ csoportja.) Dontse el, hogy a csoport
egyszerii-e.

Feladat 1.4. Adja meg a V csoport automorfizmusait, és azok rendjeit. Milyen
csoporttal izomorf V' automorfizmuscsoportja?

Feladat 1.5. Adja meg a @Q csoport automorfizmusait, és azok rendjeit. Kommu-
tativ @ automorfizmuscsoportja?

Feladat 1.6. Adja meg az S35 csoport automorfizmusait, és azok rendjeit. Kom-
mutativ S3 automorfizmuscsoportja?

Feladat 1.7. Tekintsiik az S5 csoport H = [(123), (12), (45)] részcsoportjit. Hény
elemi H? Hatdrozza meg |g;H N Hg;|-t i = 1,2,3-ra, ha g = (23415), go =
(34)(12), g5 = (312)(54).

Feladat 1.8. Adja meg a G — H homomorfizmusok szamat, és azt is, hogy ezek
kozil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv. A két feladatrészbdl csak az egyiket
kell beadni.

1) G=Z,H=Q

(2) G=Q,H=Z

Feladat 1.9. Adja meg a G — H homomorfizmusok szamat, és azt is, hogy ezek
kozil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv. A két feladatrészbél csak az egyiket
kell beadni.

(1) G=R, H=Q

(2) G=Q,H=R

Feladat 1.10. Adja meg a G — H homomorfizmusok szamét, és azt is, hogy
ezek kozil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv. A harom feladatrészbél csak az
egyiket kell beadni.

(1) G=%Z¢, H="71,

(2) G=Z12, H=1Z5

(3) G=Zy5, H=1Zy

Feladat 1.11. Adja meg a G — H homomorfizmusok szamét, és azt is, hogy ezek
kozil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv. A két feladatrészbél csak az egyiket
kell beadni.

(1) G=Q,H=V
(2 G=V,H=Q

Feladat 1.12. Melyik kettd izomorf a kovetkez6k koziil: A4 /[(12)(34), (13)(24)],
Ss/[(12)], Zo /[3]?

Feladat 1.13. Hény kételemil generatorrendszere van a Dg csoportnak?

Feladat 1.14. Hény kételemii generdtorrendszere van a () csoportnak?
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Feladat 1.15. Egy G csoport g; és go elemeit konjugdltnak nevezziik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h™1g;h = go. ~ ekvivalencia reldcié, ezt
ennél a feladatnal nem kell megmutatni. Mik a hozzd tartozé osztdlyozds elemei,
ha G = Zg, illetve ha G = Dg?

Feladat 1.16. Egy G csoport g1 és go elemeit konjugdltnak nevezziik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h=g1h = go. ~ ekvivalencia relacié, ezt
ennél a feladatnal nem kell megmutatni. Mik a hozza tartozé osztalyozéds elemei,
ha G =V, illetve ha G = Q7

Feladat 1.17. Egy G csoport g1 és go elemeit konjugdltnak nevezziik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h~1g;h = go. ~ ekvivalencia reldcié, ezt
ennél a feladatnal nem kell megmutatni. Mik a hozza tartozo osztalyozas elemei,
ha G = S3, illetve ha G = 5,7

Feladat 1.18. Egy G csoport g; és go elemeit konjugdltnak nevezziik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h=tg1h = go. ~ ekvivalencia reldcié, ezt
ennél a feladatnal nem kell megmutatni. Mik a hozzd tartozé osztdlyozds elemei,
ha G = A4?

Feladat 1.19. Egy csoport a és b elemei felcserélhetdek, ha ab = ba. Igazolja, hogy
amennyiben egy csoportnak van olyan generatorrendszere, amelynek barmely két
eleme felcserélhetd, akkor a csoport kommutativ.

Feladat 1.20. Igazolja, hogy Abel-csoportban a véges rendii elemek részcsoportot
alkotnak.

Feladat 1.21. Legyen G csoport, N egy normadlosztéja, valamint H < G/N.
Igazolja, hogy ha a H := {g € G : g/N € H} csoport norméloszté G-ben, akkor
H normédloszté G /N-ben.

Feladat 1.22. Egy G csoport egy g elemének centralizdtora a C, := {h : gh =
hg} halmaz, a G centruma a (), ¢ Cy halmaz. Bizonyitsa, hogy a centralizétorok
részcsoportok, és a centrum norméloszté. Adja meg az S3 csoport egy olyan elemét,
melynek centralizatora nem normaloszté.

Feladat 1.23. Egy ¢ € Aut G automorfizumus esetén legyen Fix o := {g: ¢(g) =
g}. Igazolja, hogy Fix ¢ mindig részcsoportja G-nek. Adjon meg egy ¢ € Aut Ss
automorfzmust, melyre Fix ¢ nem norméloszté.

Feladat 1.24. Egy G csoport g1 és go elemeit konjugdlinak nevezziik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h='g;h = go. Mutassa meg, hogy ~
ekvivalencia relacié.

Feladat 1.25. Milyen n és m természetes szamok esetén létezik injektiv D,, — D,
homomorfizmus?

Feladat 1.26. Milyen n és m természetes szamok esetén létezik sziirjektiv D,, —
D,, homomorfizmus?

Feladat 1.27. Izomorfak-e az R/Z és a Q/Z csoportok? Izomorfak-e a Q/Z és a
Q csoportok?

Feladat 1.28. Melyik az a legkisebb elemszamu G csoport, melynek van olyan H
normalosztéja, hogy H-nak van olyan normaélosztéja, ami G-nek nem normaélosztoja?
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Feladat 1.29. Igaz-e, hogy ha egy csoport tetszOleges normalosztdjanak tetszbleges
normalosztdja az eredeti csoportnak is normélosztdja, akkor a csoport Abel-féle?

Feladat 1.30. Igaz-e, hogy a kor szimmetriacsoportja izomorf R/Z-vel? Igaz-e,
hogy van koztiik injektiv, illetve sziirjektiv homomorfizmus?

Feladat 1.31. Melyik a legkisebb olyan n természetes szdm (ha egydltaldn van
ilyen n), melyre D,,-nek van @Q-val izomorf részcsoportja.

Feladat 1.32. Igazolja, hogy amennyiben G, H, és K olyan csoportok, hogy létezik
G — H sziirjektiv és K — H injektiv homomorfizmus, akkor van olyan H’ csoport,
amelyre 1étezik H — G injektiv és H — K sziirjektiv homomorfizmus.

Feladat 1.33. Tekintsiik az As csoport m = (123) elemét. Van egy halmazunk,
amelyben eredetileg csak a m permutacié van. Ezutan Gjabb permutacidkat tehetiink
a halmazba: ha egy 7 mar benne van, akkor 1 eurdért beletehetjiik egy tetszoleges
As-beli elemmel vett konjugaltjat, ha pedig a 71 és 7o permutdciék benne vannak,
szintén 1 eurdért beletehetjik a 717 permutaciét. Hany eurdra van sziikségiink,
hogy As bdrmely elemét beletehessiik a halmazba? Hény eurdéra van sziikségiink,
hogy As dsszes elemét beletehessiik?

Feladat 1.34. Tekintsiik az A5 csoport m = (12)(34) elemét. Van egy halmazunk,
amelyben eredetileg csak a m permutacié van. Ezutan Gjabb permutacidkat tehetiink
a halmazba: ha egy 7 mar benne van, akkor 1 eurdért beletehetjiik egy tetszoleges
As-beli elemmel vett konjugaltjat, ha pedig a 71 és 7o permutdciék benne vannak,
szintén 1 eurdért beletehetjitkk a 779 permuticiét. Hany euréra van sziikségiink,
hogy As bdrmely elemét beletehessiik a halmazba? Hény euréra van sziikségiink,
hogy As dsszes elemét beletehessiik?

Feladat 1.35. Tekintsiik az A5 csoport m = (12345) elemét. Van egy halmazunk,
amelyben eredetileg csak a m permutacio van. Ezutan Gjabb permutacidkat tehetiink
a halmazba: ha egy 7 mar benne van, akkor 1 eurdért beletehetjiik egy tetszoleges
As-beli elemmel vett konjugaltjat, ha pedig a 71 és 7o permutdciék benne vannak,
szintén 1 euréért beletehetjitkk a 779 permuticiét. Hany euréra van sziikségiink,
hogy As bdrmely elemét beletehessiik a halmazba? Hény eurdéra van sziikségiink,
hogy As dsszes elemét beletehessiik?

Feladat 1.36. Igazolja, hogy ha G véges csoport, H < G, akkor minden g € G
esetén gH N Hg elemszama osztja H elemszamat.

2. DIREKT SZORZATOK, ABEL-CSOPORTOK, CAYLEY-ABRAZOLAS

Feladat 2.1. Hatdrozza meg izomorfia erejéig a 18 és a 36 elemii Abel-csoportokat.
Szemléltesse paros gréaffal, hogy mely 18 elemii csoport adgyazhaté be mely 36
elemiibe.

Feladat 2.2. Hatdrozza meg izomorfia erejéig a 10 és a 40 elemii Abel-csoportokat.
Szemléltesse paros gréaffal, hogy mely 10 elemi csoport dgyazhaté be mely 40
elemtibe.

Feladat 2.3. Hatarozza meg izomorfia erejéig a 48 elem{i Abel-csoportokat,és
hatdrozza meg mindegyiknek az exponensét. (Egy csoport exponense a legkisebb
olyan pozitiv n, melyre ¢" = 1 teljestil a csoport Gsszes g elemére. Ha nincs ilyen
n, az exponens végtelen.)
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Feladat 2.4. Felbonthaté-e nemtrivialis csoportok direkt szorzatara a Ds csoport?
Feladat 2.5. Felbonthaté-e nemtrividlis csoportok direkt szorzatdra a () csoport?
Feladat 2.6. Felbonthaté-e nemtrivialis csoportok direkt szorzatdra az A4 csoport?

Feladat 2.7. Hény részcsoportja van Z2-nek? Hany részcsoportja van Z3-nek

izomorfia erejéig?

Feladat 2.8. Hény részcsoportja van Zs x Zg-nak? Hany részcsoportja van Zs x Zg-

nak izomorfia erejéig?

Feladat 2.9. Hany részcsoportja van Zj-nek? Hany részcsoportja van Zj-nek

izomorfia erejéig?

Feladat 2.10. Hény V-vel izomorf részcsoport van Dy X Zg-ban?

Feladat 2.11. Hény Q-val izomorf részcsoport van Q@ x Zg-ben?

Feladat 2.12. Hany Ss-mal izomorf részcsoport van S3 x Zs-ben?

Feladat 2.13. Hdny Q — Z3 homomorfizmus van?

Feladat 2.14. Hany Q — Z3 homomorfizmus van?

Feladat 2.15. Hany Z2 — Z2 homomorfizmus van? Ezek koziil mennyi automor-

fizmus?

Feladat 2.16. Hany Z3 — Z3 homomorfizmus van? Ezek koziil mennyi automor-

fizmus?

Feladat 2.17. Tekintsiik a kovetkezd miivelettablazattal megadott csoportot:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
0|3 2 5 14 12 0 11 15 13 4 6 17 16 9 1 10 8 7
1712 3 14 5 13 1 15 11 12 8 7 10 9 16 0 17 4 6
2|15 14 1 0 9 2 10 17 16 13 15 6 4 &8 3 7 12 11
3|14 5 0 1 16 3 17 10 9 12 11 7 8 4 2 6 13 15
411 13 17 16 1 4 0 9 10 11 12 8 7 3 6 2 5 14
50 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
6 113 15 16 17 10 6 9 0 1 5 14 2 3 7 4 8 11 12
7|12 1 9 10 17v 7 16 1 0 14 5 3 2 6 8 4 156 13
§ |1 12 10 9 0 8 1 16 17 15 13 4 6 2 7 3 14 5
9|7 8 11 12 14 9 5 13 15 6 4 16 17 0 10 1 2 3
(8 7 12 11 15 10 13 5 14 2 3 1 0 17 9 16 6 4
11(9 10 8 7 6 1 4 3 2 0 1 5 14 15 12 13 17 16
1210 9 7 8 2 12 3 4 6 17 16 13 15 14 11 5 0 1
3117 16 6 4 3 13 2 8 7 10 9 12 11 5 15 14 1 O
41 0 3 2 8 14 7 6 4 16 17v 15 13 12 5 11 9 10
5116 17 4 6 7 15 8 2 3 1 0 14 5 11 13 12 10 9
66 4 15 13 5 16 14 12 11 7 8 9 10 1 17 0 3 2
174 6 13 15 11 17 12 14 5 3 2 0 1 10 16 9 7 8

Keressen két valddi részcsoportot ebben a csoportban, melyeknek a csoport

(belsd) direkt szorzata.
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Feladat 2.18. Felbonthaté nemtrivialis direkt szorzatra a lenti muivelettablaval
megadott csoport?

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0o(3 1 14 4 11 2 8 12 1 10 7 0 9 5 13 6
115 11 12 6 8 7 3 5 4 14 13 1 2 10 9 O
215 12 3 13 14 4 10 8 9 15 1 2 6 11 0 7
314 6 13 11 0 14 1 9 15 7 12 3 10 2 5 8
4111 8 5 0 3 13 15 10 6 12 9 4 7 14 2 1
5 (13 7 0 14 2 3 9 6 12 1 8 5 15 4 11 10
6/8 3 100 1 15 9 11 14 0 5 2 6 13 12 7 4
T{100 5 15 9 12 6 14 3 2 11 4 7 0 8 1 13
8|1 4 7 1, 6 10 0 13 3 2 14 8 5 9 12 11
9 (112 14 8 7 10 1 5 11 13 3 0 9 4 15 6 2
00(9 13 1 12 7 15 2 0 5 4 3 10 11 6 8 14
1m0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
22y7 2 6 10 9 8 13 4 14 0 11 12 3 1 15 5
3|14 10 11 2 5 0 12 15 7 8 6 13 1 3 4 9
412 9 4 5 13 11 7 1 10 6 15 14 8 0 3 12
(6 0 9 8 1 12 4 2 11 13 5 15 14 7 10 3

Feladat 2.19. Legyen p primszam. Igazolja, hogy tetszlleges n esetén Z;, mint

Abel-csoport részcsoportjai, illetve Z;, mint Z, feletti vektortér alterei megegyeznek.
Igaz ugyanez a Q csoportra/testre is?

Feladat 2.20. Legyen G egy csoport, és IV egy normalosztoja. TetszOleges g € G
esetén definidljuk a p, : G/N = G/N leképezést a kévetkezd médon: barmely
h € G-re legyen (h/N)p, = (hg)/N. Igazolja, hogy a p, leképezés jéldefinidlt.
Akkor is joldefinidlt marad, ha N-r6l csak azt tételezziik fel, hogy részcsoportja
G-nek?

Feladat 2.21. Tekintsiik a 2.20 feladatban definidlt p, leképezéseket (azt feltéve,
hogy N normaélosztd). Igazolja, hogy a G — Sg/n, g — py leképezés homomorfiz-
mus, és hatdrozza meg a magjat.

Feladat 2.22. Legyen G csoport, és minden g € G esetén a k4 : G — G leképezés
a kg(h) := g~ 'hg formuldval megadva. Igazolja, hogy a G — Sg, g — K, leképezés
homomorfizmus. Igaz-e, hogy mindig injektiv?

Feladat 2.23. Legyen G csoport, és 7 € Aut G. Igazolja, hogy 7 grdifja, vagyis a
{(g,97) : g € G} halmaz, részcsoport G2-ben. Igaz, hogy feltéteniil normaloszt4?

Feladat 2.24. Legyen G csoport, és tekintsiik az
n.G* = G, (g,h) = gh

leképezést. Igazolja, hogy n akkor és csak akkor homomorfizmus, ha G Abel-
csoport.

Feladat 2.25. Felbonthaté-e nemtrividlis csoportok direkt szorzatara a (Z,+) cso-
port?

Feladat 2.26. Felbonthaté-e nemtrividlis csoportok direkt szorzatara a (Q\{0}, %)
csoport?
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Feladat 2.27. Egy G csoportot direkt felbonthatatlannak neveziink, ha nem léteznek
olyan nemtrividlis Hy, Hs csoportok, melyekre G = H; x Hy. A G csoport direkt
prim, ha barmely K, Ky csoportokra, melyekre K; x Ks-nek van G-vel izomorf
részcsoportja, teljesiil az, hogy vagy Ki-nek, vagy Ks-nek is van G-vel izomorf
részcsoportja. Igazolja, hogy minden véges direkt prim csoport direkt felbonthatat-
lan.

Feladat 2.28. A G csoport direkt prim, ha barmely K, Ko csoportokra, melyekre
K; x Ks-nek van G-vel izomorf részcsoportja, teljesiil az, hogy vagy K;-nek, vagy
Ks-nek is van G-vel izomorf részcsoportja. Mutassa meg, hogy (Z, +) direkt prim.

Feladat 2.29. A G csoport direkt prim, ha barmely Ky, Ko csoportokra, melyekre
K; x Ky-nek van G-vel izomorf részcsoportja, teljesiil az, hogy vagy Ki-nek, vagy
Ko-nek is van G-vel izomorf részcsoportja. Hatarozza meg, hogy melyek azok a
véges Abel-csoportok, amelyek direkt primek.

Feladat 2.30. Milyen k természetes szdmok esetén igaz, hogy a GL(R, k) csoport
a bels6 direkt szorzata az SL(R, k) és a {A\] : A € R} csoportoknak? (I a k x k
méreti egységmatrixot jeldli.)

Feladat 2.31. Melyik az a legkisebb n természetes szam, melyre S,,-nek van n-nél
nagyobb rendi kommutativ részcsoportja?

Feladat 2.32. Igazolja, hogy minden n esetén létezik injektiv homomorfizmus S,,-
bol A, 4o-be.

Feladat 2.33. Tekintsiik a d(x,y, z) := z—y+2z hdromvéltozds miiveletet a G Abel-
csoporton. Egy A C G halmazt megdrzi a d miiveletet, ha tetszéleges a1, as,a3 € A
esetén d(a1,aq,a3) € A. Igazolja, hogy az A halmazt pontosan akkor érzi meg a d,
ha van olyan H részcsoportja G-nek, hogy A egy H szerinti mellékosztaly.

Feladat 2.34. Barmely p primszdm esetén Ej,- jeloli azon komplex egységgyokok
halmazat, melyek rendje p-hatvany. Igazolja, hogy ez a halmaz a szorzdsra nézve
csoportot alkot, amely nem bonthaté fel nemtrividlis direkt szorzatra.

Feladat 2.35. Igazolja vagy céafolja a kovetkezé allitast: ha G és H véges Abel-
csoportok, tovabba minden n-re G és H ugyanannyi n rendii elemet tartalmaz,
akkor G = H.

Feladat 2.36. Tegyiik fel, hogy a G csoport a H; és Hy részcsoportjainak belso
direkt szorzata, tovabba G torzidmentes: az egységelemet leszamitva minden elem
rendje végtelen. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges h € G és pozitiv egész n esetén,
amennyiben h"™ € Hj, akkor h € H;. Ezutdn ldssa be, hogy ha (Q,+)-ot két
részcsoportja direkt szorzataként irjuk fel, akkor az egyik tényez6 izomorf lesz

(Qa +)_Va’l'
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3. GYURUK
Feladat 3.1. Hatdrozza meg a Z3 gyfirfi részgyfirtiit és idealjait.
Feladat 3.2. Hatarozza meg a Zy X Z,4 gylrd részgytiriit és idealjait.
Feladat 3.3. Hatdrozza meg a Z3 gyfirii részgytirtit és idedljait.

Feladat 3.4. Tekintsiik a 2Z;5 gyfirtit (ldsd: 3.16 feladat). Hatérozza meg ennek
a gyliriinek az idedljait, és adja meg az idedlok szorzdsédnak (14sd: 3.12 feladat) a
miivelettablajat.

Feladat 3.5. Tekintsiik a 2Z16 gyfr(it (ldsd: 3.16 feladat). Hatdrozza meg ennek
a gyliriinek az idedljait, és adja meg az idedlok szorzdsénak (14sd: 3.12 feladat) a
miivelettabldjat.

Feladat 3.6. Tekintsiik a Z3 gyfirtit. Hatdrozza meg ennek a gyfirtinek az idedljait,
és adja meg az idedlok szorzasdnak (lasd: 3.12 feladat) a miivelettabldjdt.

Feladat 3.7. Mely pozitiv egész n-ek esetén van a Z,, gylirlinek nemtrividlis (vagyis
nemidentikus) automorfizmusa?

Feladat 3.8. Legyen n > 1. A Z2 vagy a Z,» gyfirinek van t&bb idedlja?
Feladat 3.9. Igazolja, hogy minden primrendd gylirti kommutativ.

Feladat 3.10. Mely n és k pozitiv egész szdmokra teljesiil Z, = Z,, X Zj, (mint
gytliriizomorfizmus)?

Feladat 3.11. Igaz, hogy amennyiben R és S egyarant egységelemes gytiriik, akkor
minden R-b6l S-be mend homomorfizmus 1gr-t 1g-be viszi?

Feladat 3.12. Egy R gytliri [; és I, idedljainak szorzatdn az I, I> komplexus-
szorzat altal generdlt additiv részcsoportot értjik. Igazolja, hogy ez mindig idealja
R-nek.

Feladat 3.13. Legyenek R, és Ry gytirtik, I} < Ry és Is < Ry. Igazolja, hogy az
{(a1,a2) : a1 € I, ay € I} halmaz idedl R; x Ra-ben, és hogy

(Rl X Rz)/(ll X I2) [~ (Rl/Il) X (RQ/IQ)

Feladat 3.14. Egy R gytirli egy a elemének centralizatora a Cy, := {b: ab = ba}
halmaz, az R centruma a (),cp Co halmaz. Bizonyitsa, hogy a centralizatorok és
a centrum részgytlriik. Igaz, hogy a centrum minden esetben idedl?

Feladat 3.15. Egy R gylirii egy r elemének annuldtora az A, := {b: rb = br =0}
halmaz, a gyfirti annuldtora pedig a (1, .z A, halmaz. Bizonyitsa, hogy minden
elem annulatora részgytri. Igaz, hogy a gylri annuladtora minden esetben idedl?

Feladat 3.16. 4 Egy R gylirii és egy n természetes szdm esetén nR := {a € R :
3b € R: nb = a} az R-ben n-el oszthaté elemek halmaza. Bizonyitsa be, hogy nR
minden n és R esetén idedl R-ben.

Feladat 3.17. Egy R gytirti egy A részgytirtijét balidedinak nevezziik, ha minden
r € Résa € Aesetén ra € A. Bizonyitsa, hogy tetszoleges V vektortér tetszbleges
U < V alterére azon ¢ € Hom(V, V) leképezések, melyekre Im(p) C U, balidealt
alkotnak Hom(V, V)-ben. (Hom(V,V) a V vektortér lineéris leképezéseinek gy{irii-
je). Ezutédn adjon meg a 2 x 2-es valés madtrixok gyf(ir(ijében egy nemtrividlis
balidealt.
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Feladat 3.18. Egy R gytirti egy A részgytirtijét jobbidedlnak nevezzik, ha min-
den r € R és a € A esetén ar € A. Bizonyitsa, hogy tetszileges V vektortér
tetszéleges U < 'V alterére azon ¢ € Hom(V,V) leképezések, melyekre U C
ker(p), jobbidedlt alkotnak Hom(V,V)-ben. (Hom(V,V) a V vektortér linedris
leképezéseinek gyliri-je). Ezutdn adjon meg a 2 x 2-es valés métrixok gyfir{ijében
egy nemtrivialis jobbidealt.

Feladat 3.19. Legyen n > 1. Adjon meg egy nemtrividlis (vagyis nemidentikus)
automorfizmust az n X n-es valds matrixok gytiriijén.

Feladat 3.20. Igazolja, hogy ha I és I, az R gytri két, egymaést nem tartalmazo
idealja, akkor I; U I3 nem idedl R-ben.

Feladat 3.21. Igazolja, hogy ha R gyuri, I; < R, Iy < Ij, és I» egységelemes
gyur(, akkor I < R.

Feladat 3.22. Adjon olyan nemtrividlis gyfiriit, melyen az = — z" leképezés
gytrithomomorfizmus valemely n > 1-re.

Feladat 3.23. Tekintsiik a Z3 Abel-csoportot. Adjon meg ezen a csoporton 3
kiilénbo6z6 olyan szorzast, amelyet a struktirahoz hozzdadva gytr adodik.

Feladat 3.24. Mutassa meg, hogy az (R, 4+, —,*) gyfirlinek nincs nemkonstans
nemidentikus homomorfizmusa énmagéba. (Most az R a valds szdmok halmazat
jeloli.)

Feladat 3.25. Hatarozza meg a Z, feletti 2 x 2-es felsé trianguldris maétrixok
gytrijének automorfizmuscsoportjat.

Feladat 3.26. Hatarozza meg a Z? gyfirti automorfizmuscsoportjét.

Feladat 3.27. Legyen R, illetve S a Z,, iletve Z,4 feletti 2 x 2-es matrixok gytriije.
Hény homomorfizmus van R-b&l S-be?

Feladat 3.28. Egy R gyiiri egy A additiv részcsoportja Lie-idedl, ha barmely
a € Aésr e Resetén ar —ra € A. Adja meg Z, feletti 2 x 2-es fels6 trianguldris
matrixok gyfirtijében a Lie-idealok hélojat.

Feladat 3.29. Egy R gytliri egy A additiv részcsoportja Lie-idedl, ha barmely
a € Aésr e Resetén ar — ra € A. Adja meg Zs feletti 2 x 2-es alsé trianguléris
matrixok gytirtijében a Lie-idedlok hélojat.

Feladat 3.30. Hany részgytiriije van a Zs feletti 3 x 3-as szigoruan alsé trianguléris
matrixok gyftirtijének?

Feladat 3.31. Legyenek K, és Ky testek, m pozitiv egész. Igaz, hogy ha az m xm-
es K feletti és K5 feletti matrixgytiriik izomorfak, akkor K; és Ky is izomorfak?

Feladat 3.32. Létezik nemkommutativ négyelemii gytiri?

Feladat 3.33. Tekintsiik a Zs feletti 3 x 3-as matrixgyiri

0 0 1
A=10 0 0
0 0 0

elemét. Van egy halmazunk, amelyben eredetileg csak az A métrix van. Ezutdn
tjabb matrixokat tehetiink a halmazba: ha egy X mar benne van, akkor 1 eurdért
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beletehetjiik egy tetszoleges matrixszal vett szorzatéat, ha pedig az X; és Xs matrixok
benne vannak, szintén 1 eurdért beletehetjiikk az X; + X, matrixot. Hany eurdra
van sziikségilink, hogy a gytiri bdrmely elemét beletehessiik a halmazba?

Feladat 3.34. Tekintsiik a Zs feletti 3 x 3-as matrixgyiri

1 01
A=10 1 0
0 0 1

elemét. Van egy halmazunk, amelyben eredetileg csak az A métrix van. Ezutdn
tjabb matrixokat tehetiink a halmazba: ha egy X mar benne van, akkor 1 eurdért
beletehetjiik egy tetszéleges matrixszal vett szorzatat, ha pedig az X; és X5 matrixok
benne vannak, szintén 1 eurdért beletehetjiik az X7 + X5 métrixot. Hany eurdra
van sziikséglink, hogy a gytri bdrmely elemét beletehessiik a halmazba?

Feladat 3.35. Tekintsiik a Zo feletti 3 x 3-as matrixgytri

0 1 1
A=10 0 1
0 0 0

elemét. Van egy halmazunk, amelyben eredetileg csak az A matrix van. Ezutan
Gdjabb matrixokat tehetiink a halmazba: ha egy X mar benne van, akkor 1 eurdért
beletehetjiik egy tetszoleges matrixszal vett szorzatéat, ha pedig az X; és Xs matrixok
benne vannak, szintén 1 eurdért beletehetjiik az X7 + X5 métrixot. Hany eurdra
van sziikségilink, hogy a gyiiri bdrmely elemét beletehessiik a halmazba?

Feladat 3.36. Legyen R tetszoleges gytirt és I, I5,Is < R gy, hogy I) C I,
I, N I3 = 15N I3, valamint I1 + I3 = I + I3. Bizonyitsa be, hogy I = I5.

4. HANYADOSTESTEK, TESTBOVITESEK
Feladat 4.1. Adja meg az a = 2¢/12 — /3 szdm minimélpolinomjit Q f5l6tt.
Feladat 4.2. Adja meg a b = v/3 + 5v/3 — 3 szdm minimélpolinomjat Q f5lott.
Feladat 4.3. Adja meg a ¢ = v/2 — v/2 szdm minimalpolinomjat Q folott.
Feladat 4.4. Adja meg a d = V2 4+ V3 + V4 szdm minimélpolinomjat Q folott.
Feladat 4.5. Adja meg az e = V/4 — v/3 szdm minimélpolinomjit Q folott.
Feladat 4.6. Adja meg az f = V/4v/3 — 1 szdm minimélpolinomjit Q folott.
Feladat 4.7. Igaz, hogy Q(v/2,v3) = Q(v2 + v/3)?
Feladat 4.8. Trreducibilis polinom a Q(v/2) testben x* + 2z + 27
Feladat 4.9. Trreducibilis polinom a Q(v/2 — 1) testben x* — 27
Feladat 4.10. Adja meg Q(v/12) résztesteit.
Feladat 4.11. Adja meg Q(v/3 — /5) résztesteit.

Feladat 4.12. Adjon meg maximalis idealt a 2 x 2-es racionalis matrixok gytriijében.
Mi lesz (izomorfia erejéig) a vele vett faktor?

Feladat 4.13. Adjon meg egy integritdstartomanyt, amelynek van nemtrividlis
valodi részgytiriije, de nincs olyan nemtrividlis valédi részgytiriije, ami integritastartomany.
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Feladat 4.14. Adjon meg két olyan, egymdssal nem izomorf testet, melyeknek
van mésodrendii automorfizmusa (tehét egy olyan nemidentikus o automorfizmus,
melyre teljesiil o(o(x)) =  minden = esetén).

Feladat 4.15. Legyen p prim, ami felirhaté két négyzetszam Osszegeként. Test
Z,/(z*>+1)?

Feladat 4.16. Legyen p prim, ami nem irhaté fel két négyzetszam Osszegeként.
Test Z, /(2% +1)?
Feladat 4.17. A 4.31 feladat potencidlis alkalmazasdval dontse el, hogy a
Qlz, yl/(z +y)
gyurl integritastartomany-e.
Feladat 4.18. A 4.31 feladat potencidlis alkalmazasdval dontse el, hogy a
Qlz, yl/(z +y)
gyur test-e.

Feladat 4.19. Igazolja, hogy az algebrai L|K testbdvités akkor és csak akkor véges
fokt, ha 1éteznek olyan Iy, ...,l, € L elemek, melyekre L = K(ly,...,1,).

Feladat 4.20. Legyen K véges test. Igazolja, hogy ha L|K egy algebrai, de nem
véges foku bovités, akkor L elemeinek K feletti fokszamai nem alkotnak véges
halmaszt.

Feladat 4.21. Igazolja, hogy Q tetszOleges nemtrivialis részgytiriijének hanyadostes-
te Q.

Feladat 4.22. Legyen « algebrai szam. Bizonyitsa be, hogy a? fokszdma vagy
megegyezik o fokszamaval, vagy pedig fele annak.

Feladat 4.23. Legyen K(u)|K testbévités, p € K|x] pedig egy legaldabb elséfoki
polinom. Igazolja, hogy ha K(u)|K algebrai testb&vités, akkor K(p(u))|K is az,
mig ha K(u)|K transzcendens, akkor K(p(u))|K is transzcendens.

Feladat 4.24. Legyen L|K testbovités, o € Aut K. Igazolja, hogy a

{(h.ath) : ke K}

részteste L2-nek (vagyis olyan részgytirtije az L? gyfirinek, ami test).

Feladat 4.25. Egy R gylirti primitiv, ha barmely I1, I < R esetén, amennyiben
I, és I kiillonboznek {0}-t6l, akkor I;1s is. Igazolja, hogy ha egy kommutativ

egységelemes gytrili primitiv, akkor integritastartomany. Felhasznalhatja, hogy egy
elem annulatora—lasd a 3.15 feladatot—mindig ideal.

Feladat 4.26. Van olyan « algebrai szam, hogy minden n természetes szam esetén
a™ harmadfoku?

Feladat 4.27. Létezik olyan K test, amelyre a K[z, y]/(2? + y?) gytirti véges?

Feladat 4.28. Tegyiik fel, hogy ¢ : R — S egy sziirjektiv gytirthomomorfizmus.
Igaz, hogy amennyiben R integritdstartoméany, akkor S is az?

Feladat 4.29. Egy L|Z, testbOvités esetén legyen f(L) a Zo 6l6tti L-ben irre-
ducibilis harmadfoku fpolinomok szdma. Mik f(L) lehetséges értékei?
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Feladat 4.30. Legyen K test. Jeloljiik K*[z]-szel a K feletti x hatdrozatland
formdlis hatvénysorok (informaélisan, végtelen polinomok) gylir(ijét. Adjon meg
K [z]-ben maximdlis ide4lt.

Feladat 4.31. Igazolja, hogy egy f € Q[z,y] esetén = + y | f akkor és csak akkor,
ha f(x,—z) =0.

Feladat 4.32. Tegyiik fel, hogy K; és Ks résztestek az L testben tigy, hogy
L|(K;1 N Ks) véges fokd bévités, valamint K + K5 (komplexusosszeg) is résztest.
Igazolja, hogy K; és Ks koziil az egyik tartalmazza a mésikat.

Feladat 4.33. Tekintsiik a (Z[x], +) Abel-csoportot. Megadhaté ezen a csoporton
szorzas gy, hogy a kapott struktira test legyen?

Feladat 4.34. Tekintsiik az R[z,y]/(2? + y?) gyfirfit. Integritdstartomany ez a
gylri?

Feladat 4.35. Nevezziik gyenge integritistartomdnynak az egységelemes, zérusosz-
témentes gytrilket, ferdetestnek pedig azokat az egységelemes gytiriiket, melyekben
minden nemzéré elemnek van multiplikativ inverze. Igaz, hogy ha R egy véges
gyenge integritdstartomany, I pedig R egy maximélis ideédlja, akkor R/I ferdetest?

Feladat 4.36. Legyen K = Q(v/2,v/3,v4,/5,...). Mutassa meg, hogy K elemei
olyan algebrai szamok, melyek fokszama 2-hatvany.

Feladat 4.37. Legyen a( 1-nél nagyobb abszolut értékl komplex algebrai szam, és
minden k > O-ra oy, € C olyan, hogy a2 = aj_1. Bizonyitsa be, hogy a (deg o )52,
sorozat nem korlatos. Felhasznalhat6 a 4.22 feladat.

Feladat 4.38. Legyen K = Q(v/2,V3,V4,v/5,...). Létezik olyan negyedfokii
raciondlis egytitthatés polinom, amely K f6l6tt irreducibilis?

Feladat 4.39. Igaz, hogy ha egy test minden valddi részteste megszamlalhato,
akkor a test maga is megszamlalhaté?

Feladat 4.40. Van R-nek olyan valédi részgytirtije, amelynek hanyadosteste R?

5. FELBONTASI TESTEK, VEGES TESTEK

Feladat 5.1. Adjon meg egy izomorfizmust a Zs[z]/(z* + 2 + 1) és a Zo[z]/(z* +
23 4+ 1) testek kozott.

Feladat 5.2. Adjon meg egy izomorfizmust a Zs[z]/(2® + 22 + 2) és a Z3[z]/
(23 + 22 + 1) testek kozott.

Feladat 5.3. A Zs[z]/(2°+22+1) testben adja meg az 23 + 1 elem minimalpolinomjat.
Feladat 5.4. A Z[x]/(2°+2%+1) testben adja meg az x4 + 22 elem minimalpolinomjat.

Feladat 5.5. Mennyi a multiplikativ rendje a Zs[x]/(z% + 2% + 1) testben az
x5 + 22 + x elemnek?

Feladat 5.6. Mennyi a multiplikativ rendje a Zs[x]/(2° + 2% + 1) testben az
x® + 23 + 1 elemnek?



14 FELADATSOR A CSOPORTOK ES TESTEK GYAKORLATHOZ

Feladat 5.7. Tekintiik a kovetkezo kddolést:
Z%O = 2%97 (1,...,210) = (1,21 + T2, T2, T2 + T3, ..., %9, Tg + T10, T10)-

Mennyi ennek a kédoldsnak a minimdlis tdvolsdga? (Vagyis legkevesebb hany bit-
ben tér el két kiilonb6zé bemenet képe?)

Feladat 5.8. Tekintiik a kovetkez6 kodolast:

Zéo > Z%g, (z1,...,210) — (T1,T1%2, T1T2T3, . .., T1 .. T10, T2« - . T10s - - - , £10)-
Mennyi ennek a kédoldsnak a minimdlis tdvolsdga? (Vagyis legkevesebb héany bit-
ben tér el két kiillonbozd bemenet képe?)

Feladat 5.9. Tekintiik a kovetkez6 kodolést:
730 Z3°, (x1,...,210) = (21 + T2, 21 + 23, ..., 29 + T19).
Mennyi ennek a kédoldsnak a minimdlis tavolsdga? (Vagyis legkevesebb hédny bit-

ben tér el két kiillonbozé bemenet képe?)

Feladat 5.10. Mennyi az f = x* + 2 + 1 polinom &ltal meghatérozott Z3° — Z1*
kédolds minimélis tdvolsdga? (Vagyis legkevesebb hdny bitben tér el két kiillonbozd
bemenet képe?)

Feladat 5.11. Mennyi az f = x° + 22 polinom &ltal meghatarozott Z3° — Z15
kédolds minimélis téavolsdga? (Vagyis legkevesebb hdny bitben tér el két kiillonbozd
bemenet képe?)

Feladat 5.12. Mennyi az f = 2%+ 2%+ 23+ 22+ +1 polinom altal meghatarozott
73 — 73 kédolds minimalis tavolsdga? (Vagyis legkevesebb hany bitben tér el
két kiilonb6zd bemenet képe?)

Feladat 5.13. Legyen K nyolcelemii test, és x € K. Tekintsik az AutK —
K, p — o(x) leképezést. Hanyféleképpen védlaszthatom z-et a testben tgy, hogy
ez a leképezés injektiv legyen?

Feladat 5.14. Legyen K kilencelemi test, és x € K. Tekintsiikk az Aut K —
K, p — o(x) leképezést. Hanyféleképpen védlaszthatom z-et a testben tgy, hogy
ez a leképezés injektiv legyen?

Feladat 5.15. Legyen K tizenhatelemi test, és z € K. Tekintsiik az Aut K —
K, p — ¢(x) leképezést. Vélaszthatom tgy x-et a testben, hogy ez a leképezés
injektiv legyen?

Feladat 5.16. Héany tizedfoku irreducibilis polinom van Zo felett?
Feladat 5.17. Hény hatodfokt irreducibilis polinom van Zg felett?
Feladat 5.18. Hany negyedfoku irreducibilis polinom van a négyelemii test felett?

Feladat 5.19. Legyen R kommutativ gyirii. Egy r € R elem egység, ha rR = R,
vagyis minden r; € R-re létezik olyan r’ € R, hogy rr’ = ri. Igazolja, hogy
amennyiben egy kommutativ gylirlinek van egysége, akkor az egységek halmaza a
szorzasra nézve csoportot alkot.

Feladat 5.20. Igazolja, hogy amennyiben a K test karakterisztikdja p, akkor az
x +— 2P leképezés K-bdl K-ba injektiv gylirtithomomorfizmus.
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Feladat 5.21. Igazolja, hogy véges testben minden fiiggvény polinomfiiggvény,
vagyis hogy tetszbleges f : K — K leképezés esetén létezik egy p € K]z] polinom,
melyre p(a) = f(a) teljesiil minden a € K-ra.

Feladat 5.22. Igazolja, hogy amennyiben p primszam, és a|b, akkor egy p°
elemszamu testnek pontosan egy p® elemszamu részteste van. Felhasznalhaté az
5.20 feladat 4llitasa.

Feladat 5.23. Legyen p > 2 prim és n > 2 természetes szam. Igazolja, hogy a p”
elemli K testben
Z z2 =0.

rzeK

Feladat 5.24. Legyen K véges test, és x € K. Igazolja, hogy akkor és csak akkor
teljesiil p(z) = x a K tetszbleges ¢ automorfizmusa esetén, ha z benne van K
primtestében.

Feladat 5.25. Létezik olyan K test és n természetes szdm, amelyre nincs injektiv
n-ed foku polinom K f6l6tt? Mi a helyzet akkor, ha azt is feltessziik, hogy K véges?

Feladat 5.26. Van olyan gy{irii, aminek minden eleme része egy olyan részgytriinek,
ami test, de maga a gyurii nem test?

Feladat 5.27. Legyen F véges test, m = char F' — 1 illetve a,b,c € F primitiv

elemek. Teljesiil a log, b = llggf's azonossdg a Z csoportban (tehdt a redukalt

modulo m maradékosztélyok Abel-csoportjaban)?

Feladat 5.28. Legyenek p és ¢ primszamok. Mutassa meg, hogy a Z,, f5l6tti g-ad

L. J— . , a_
foku irreducibilis polinomok szdma, %.

Feladat 5.29. Igazolja, hogy tetszleges f € Zs[z] nemkonstans irreducibilis poli-
nom esetén van olyan n, hogy az f altal meghatdrozott Z3 +— Z;ereg T kédolss
nem hibajavité.

Feladat 5.30. Igazolja, hogy egy gylrl egy elem altal generdlt részgyiriije nem
lehet végtelen test.

Feladat 5.31. Van olyan megszamlalhat6 test, amelynek algebrai lezartja nem
megszamlalhat6?

Feladat 5.32. Igaz, hogy ha K;, Ky < L, és az L algebrai lezartja mind a Kj,
mind a Ko testnek, akkor algebrai lezértja a K; N Ky testnek is?

Feladat 5.33. Igazolja, hogy minden kommutativ egységelemes egyszerii gytri
vagy test, vagy zérégylirii (a zérégylirii olyan gyfir{i, ahol barmely két elem szorzata
0).



