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1. Megjegyzés. Ebben a fejezetben mindenhol feltessziik, hogy a T testben 14+ 1 # 0. Ez
példaul a Zs testben nem teljesiil!

2. Definicié. Legyen U és V vektortér a T test felett. Egy [ : U x V. — T leképezést
bilinearis leképezésnek neveziink, ha

(1) minden uy,ug € U és v € V esetén l(u1 + ug,v) = l(u1,v) + l(ug,v),

(2) minden u € U és v1,v2 € V esetén l(u, vy + ve) = l(u,v1) + l(u, v2),

(3) minden A € T, u € U és v € V esetén [(Au,v) = Nl (u,v) = l(u, \v).
Az [ bilinearis leképezés szimmetrikus, ha U = V és minden u, v € U esetén l(u,v) = l(v,u).

3. Definicié. Legyen U m-dimenziés és V n-dimenziés vektortér a T test felett, tovabba
£ :eq,...,e, bazis U-ban és F : fi,...f, bazis V-ben. Az [ : U x V — T bilinearis
leképezés matrixa az € és F bazisokban az (I(e;, f;)) € T™*™ matrix. Ha [ szimmetrikus,
akkor az £ és F bézisokat azonosnak valasztjuk, és igy definidljuk [ métrixat.

4. Példa. Az 1:R3xR3 = R, I(u,v) = 4x1y1 +221Y2 + 2T2y1 + 222y2 — T2y3 — T3y + 6233
bilinearis leképezés méatrixat hatarozzuk meg. Mivel az [ szimmetrikus, igy az el§z6 definicié
szerint az R3 vektortér £ és F bazisat azonosnak véilasztjuk, mégpedig a standard bazisnak
E:e1=(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1), és ebben a bazisban adjuk meg az [ matrixat.
Keressiik azt az A = (a;;) € R®*3 métrixot, amelyre a;; = l(e;, e;), azaz
all = l(el, 61) = l((l,0,0), (1, 0,0)) = 4, alg = l(el, 62) = l((l,0,0), (0, 1,0)) = 2,
a3 = l(el, 63) = l((l,0,0), (0, 0, 1)) = 0, ag) — l(eg, 61) = l((O, 1,0), (1, 0,0)) = 2.

Hasonléan kiszamithato, hogy age = 2, ass = —1, ag;1 = 0, ags = —1 és azz = 6. Igy az &
bazisban az [ bilinearis leképezés métrixa:
4 2 0
A=12 2 -1
0 -1 6

5. Tétel. Legyen U m-dimenzids és V n-dimenzics vektortér a T test felett, £ bazis U-ban,
F bdzis V-ben, és A € T™*™ azl:UxV — T bilinedris leképezés mdatriza. Ekkor tetszdleges
u € U ésv €V vektorokra l(u,v) = x Ay’ , ahol x az u vektor koordindtasora az € bdzisban
és y a v vektor koordindtasora a F bdzisban. Tehdt a bilinedris leképezés matriza (valamely
bazisban) egyértelmien meghatdrozza a bilinedris leképezést.

6. Tétel. Legyen V wéges dimenzids vektortér a T test felett. Azl : V. xV — T bi-
linedris leképezés akkor és csak akkor szimmetrikus, ha mdtriza valamely (barmely) bdzisban
szimmetrikus.

7. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett. A q : V' — T leképezést kvadratikus
alaknak nevezziik, ha létezik olyan [ : V x V' — T szimmetrikus bilinearis leképezés, amelyre
q(v) = l(v,v) minden v € V esetén.

8. Tétel. Bdrmely kvadratikus alak egyértelmien meghatdrozza a hozzd tartozd szimmetrikus
bilinedris leképezést.



9. Definicié. A kvadratikus alak valamely bazisbeli matrixan a kvadratikus alakhoz tartozo
szimmetrikus bilineéris leképezés méatrixat értjik.

10. Megjegyzés. A q kvadratikus alak, és a hozza tarozo | szimmetrikus bilinearis leképezés
kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fenn:

qu+v)=lu+v,u+v)=1l(u,u)+l(u,v) +l(v,u) + l(v,v) = q(u) + 2l(u,v) + q(v).

Megjegyezziik, hogy ez az Osszefliggés nemcsak R felett teljesiil, hanem minden olyan T
test felett, ahol 1 + 1 #£ 0, ezért is volt sziikség a fejezet elején szereplé megjegyzésre. A ¢
kvadratikus alakbél megkaphatjuk az [ szimmetrikus bilinearis leképezést:

(. v) = g(u+v) —q(u) — g(v)
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11. Példa. Meghatérozzuk a q : R® — R, g(x1, x9, 73) = 423 + 4x129 + 223 — 27073 + 623
kvadratikus alakhoz tartozo szimmetrikus bilinearis leképezést. Az el6z6 megjegyzésnél
kapott formulabdl az u = (x1,x9,23) és v = (y1,y2,y3) helyettesitéssel kapjuk, hogy [ :
R3 x R? = R, I(u,v) = 42191 + 2w1y2 + 22291 + 222Y2 — T2y3 — T3y + 6x3y3, ami éppen
a 4. példaban szerepld szimmetrikus bilineéris leképezés. Igy az el6z6 definicié szerint a g
kvadratikus alak métrixa is az £ standard bazisban:

4 2 0
A={(2 2 -1
0 -1 6

Megjegyezés: A q: R® = R, q(u) = 4a? + 4x129 + 203 — 22073 + 61’:2)) kvadratikus alakhoz
tartozo méatrix a standard bazisban kozvetleniil is felirhato, mégpedig tgy, hogy a négyzetes
tagok egytitthatoi a f6atloba keriilnek, a matrix tobbi eleme pedig a megfelel§ vegyes tagok
egyiitthatoinak fele lesz. Példdul a matrix 2. sordnak 3. eleme az xoxs egylitthatdjanak, a
—2-nek a fele, —1, de ugyanigy —1 lesz a 2. oszlop 3. eleme is.

12. Tétel. Legyen V wvektortér a T test felett, £ és F bazisok V-ben, és q : V. — T
kvadratikus alak. Ha q mdtriza A az £ bdzisban, és S az dttérés matriza az F bdzisrdl a €
bazisra, akkor q mdtriza az F bazisban SAST.

13. Definicié. A ¢ kvadratikus alak rangjan valamely (barmely) béazisbeli matrixanak
rangjat értjik, és r(q)-val jeloljiik. Azt mondjuk, hogy a ¢ kvadratikus alak az & béazisban
kanonikus alakt, ha métrixa diagonélis.

14. Tétel (Kvadratikus alakok alaptétele). Bdrmely véges dimenzids vektortéren értelmezett
kvadratikus alakhoz megadhato a vektortér olyan bdzisa, amelyben a kvadratikus alak kano-
nikus alaki.

15. Példa. Kanonikus alakra hozzuk a q(z1, 79, z3) = 423 + w179 + 223 — 22973 + 623
kvadratikus alakot, meghatarozzuk azt az F bazist, ahol a matrixa diagonalis. A 11.
példaban megadtuk a g kvadratikus alak A métrixat a standard &£ bazisban. Ezt a matrixot
kell tgy diagonélis alakra hoznunk, hogy a Gauss-eliminaciénél is hasznélt 1épéseket haj-
tunk végre a méatrix sorain, azzal a kiilonbséggel, hogy most minden 1épést az oszlopokon
is el kell végezni, hogy szimmetrikus méatrixokon keresztiil haladjunk. Az A méatrix mellett
feltlintetjiik az £ bazist is, és azon is végrehajtjuk a sorokra vonatkozo6 atalakitasokat, igy
megkapjuk, hogy mely bézisban lesz diagonalis a kvadratikus alak matrixa.

4 2 0 | 100 4 2 0 | 1 00 4 0 0 | 1 00
2271\010~01—1\—%10~01—1]—%10
0 -1 001 0—16\001 0 -1 6 | 0 01

40 1 00 4001] 1 00

0 1 —110~010|—l10

00 —%11 oo5|—§11



Tehat az F : (1,0,0), (—%, 1,0), (—%, 1,1) bazisban a g kvadrtikus alak q(v) = 4y? +y2 +5y3
kanonikus alaku.

16. Kovetkezmény. Bdrmely A szimmetrikus mdtrizhoz megadhatsé olyan S nemelfajulo
mdtriz, amelyre SAST diagondlis.

17. Példa. Megadjuk az A métrixhoz az S nemelfajulé matrixot, amelyre SAS” diagonalis,
ahol

4 2 0
A={(2 2 -1
0 -1 6

Ez a matrix a 15. példaban szerepld g kvadratikus alak matrixa a standard bazisban, minden
szimmetrikus megadhaté ilyen médon kvadratikus alak. Ha a 15. példdban kapott F bézis
elemeit befrjuk egy métrix soraiba, akkor a keresett S nemelfajulé matrixot kapjuk:

1 00
S=[- 0
1

1
1

DO D[

Az SAST diagonalis matrix pedig a g kvadratikus alak F bazisbeli kanonikus alakjanak
métrixa lesz.

18. Definicié. Az R valos szamtest feletti véges dimenzios vektortereken értelmezett kvad-
ratikus alakokat valos kvadratikus alakoknak nevezziik. Az

Tt ol A
alakt kvadratikus alakokat normalalakinak nevezziik (0 < k <r).

19. Tétel. Barmely valos kvadratikus alakhoz megadhaté a vektortér olyan bazisa, amelyben
a kvadratikus alak normdlalakai.

20. Példa. A q:R® = R, q(x1, 29, 73) = 423 + 47129 + 273 — 20973 + 623 valés kvadratikus
alaknak a 11. példaban megadtuk a matrixat az £ bazisban, ezutan a 15. példiban megad-
tuk az F bazist, ahol kanonikus alaki, azaz a matrixa diagonalis. Meghatarozzuk a g valds
kvadratikus alak normalalakjat, tehat keressiik azt a bazist, ahol a matrixa diagonalis és
csak 1, —1 és 0 szerepelhet a fatloban. A 15. példaban megadott kanonikus alakti matrixbol
és F bazisbol indulunk ki:

400 ] 1 00 200 5 00 100 2 00
010 y % 1 0l~|0 10 | —% 1 0 ~|0 1 0 | —% 1 0]~
005 | —3 11 005 | -1 11 005 | —3 11
10 0 3 0 0 roo0| 3+ 0 o0
01 0 -3 1 0|~(0 10 | —% 1 0
1 1 1 1 1
00 V5 | 55 % B/ 0011 52 % &
1 1 1 1 1 4yt
Tehat a ¢ valos kvadratikus alak a G (5, 0, 0) , (—5, 1, 0) , <_ﬁ’ NG —5) béazisban q(w) =

22 + 22 + 23 normalalaki.

21. Tétel (Tehetetlenségi tétel). Minden valds kvadratikus alak normdlalakja egyértelmien
meghatdrozott, azaz ha két bazisban a kvadratikus alak normdlalaki, akkor ugyanannyi benne
a pozitiv, illetve a negativ tagok szima.

22. Definicié. A valos szamtest feletti V' vektortéren értelmezett ¢ kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, ha minden nemnulla v € V' vektorra g(v) > 0,
(2) negativ definit, ha minden nemnulla v € V' vektorra g(v) < 0,
(3) pozitiv szemidefinit, ha minden nemnulla v € V' vektorra ¢(v) > 0, és létezik olyan
nemnulla w € V vektor, amelyre g(w) = 0,
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(4) negativ szemidefinit, ha minden nemnulla v € V' vektorra q(v) < 0, és létezik olyan
nemnulla w € V' vektor, amelyre q(w) = 0,

(5) minden més esetben indefinit, azaz ha léteznek olyan nemnulla v, w € V vektorok,
hogy ¢(v) > 0 es g(w) < 0.

23. Tétel. Legyen ¢ = a3+ + a3 —xzﬂ — - — 2 valds kvadratikus alak a valds szamtest
feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor q akkor és csak akkor

(1) pozitiv definit, ha k =r =n,

(2) negativ definit, ha k =0 ésr =n,

(3) pozitiv szemidefinit, ha k =r < n,

(4) negativ szemidefinit, ha k =0 és r < n,

(5) indefinit, ha 0 < k <.

24. Példa. A q:R® = R, q(x1, 22, 73) = 423 + 42129 + 223 — 22073 + 623 valés kvadratikus
alak pozitiv definit, ugyanis a 20. példiban megadtuk a normélalakjat, ami 22 + 23 + 23.

25. Példa. Meghatarozzuk a q : R® — R, q(x1, 72, 73) = —2% + 4173 — 223 — 87973 — 1233%
valos kvadratikus alak osztalyat. A 11. példaban talalhaté megjegyzés alapjan felirjuk
a matrixat a standard bazisban, diagonalis alakra hozzuk, majd atalakitjuk dgy, hogy a
f6atloban csak 1, —1 és 0 szerepeljen:

-1 0 2 -1 0 2 -1 0 0 -1 0 0
0 -2 —4|~[0 =2 —4]~l0 =2 —4|~]l0 -2 —4|~
2 -4 —-12 0 -4 -8 0 -4 -8 0 0 0
-1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
~(0 -2 0]l~[0 V2 0|~|0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tehét a ¢ valos kvadratikus alak normalalakja: —y? — y3, igy negativ szemidefinit.

26. Kovetkezmény. Minden olyan A valds szimmetrikus mdtrizhoz, amelyhez tartozé x Az’
kvadratikus alak pozitiv definit, létezik olyan P nemelfajulé valds mdtriz, amelyre A = PPT.

27. Definicié. A valés szamtest feletti véges dimenzios V' vektorteret euklideszi térnek

nevezziikk a (—, —) : V. x V. — R belsg szorzattal, ha (—, —) olyan szimmetrikus bilinearis
leképezés, amelyhez tartoz6 kvadratikus alak pozitiv definit. Az u € V vektor hosszan
(normajan) az ||u|| = y/(u,u) nemnegativ valos szamot értjiik. Az u vektor normalt, ha
[|ul] = 1.

28. Példa. Az R"™ vektortér euklideszi tér az

(w,y) = xy" E:%m

agynevezett standard belss szorzattal.

29. Példa. Az (z,y) = 4z1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 — T2y3 — T3y2 + 623y szimmet-
rikus bilinearis leképezéssel is euklideszi tér lesz az R3 vektortér, hiszen a hozza tartozo
q(x1, e, x3) = 4.1‘% +4x119 —1—2;102 22913 +6x3 kvadratikus alakrol belattuk a 24. példaban,
hogy pozitiv definit.

30. Tétel (Bunyakovszkij-Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség). Fuklideszi tér tetszéleges u, v
vektora esetén
[(u, 0)| < lul] - [[v]]-

31. Tétel (Haromszog egyenl6tlenség). Fuklideszi tér tetszdleges u, v vektora esetén

[+ ol < {lul] + [[v]]-
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32. Definicié. Euklideszi tér tetszdleges u, v vektora esetén létezik egy egyértelmiien meg-
hatarozott 0 < o < 7 sz0g, hogy

cosa = LY
[lul] - [[v]]
amelyet az u és v vektorok szogének neveziink. Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok

merdlegesesek (ortogonalisak), ha (u,v) = 0, amit u_Lv-vel jelolink.

33. Definicié. Az ug,...,u; vektorrendszer ortogonéalis, ha barmely 1 < i < j < k ese-
tén u; Luj. Ha az wi,...,u; vektorok norméltak is, akkor ortonormalt vektorrendszerrdl
beszéliink. Az A € R™ ™ matrixot ortogonalis matrixnak nevezziik, ha sorvektorrendszere
ortonormélt az R™ euklideszi térben.

34. Koévetkezmény. Az A € R™ " mdtriz akkor és csak akkor ortogondlis, ha AAT = E,
azaz A=t = AT,

35. Definicié. Az R™ euklideszi tér tetszdleges u és v(# 0) vektora esetén az u vektor v
vektorra vett meréleges vetiiletén az

(u,v)

(v, v)
vektort értjiikk. Ez a vektor egy egyenesbe esik a v-vel, és hosszisaga ||u|| - cos e, ahol « az
u és v vektorok szoge.

36. Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizacid). Euklideszi tér tetszéleges uq,. .., uy li-
nedrisan filiggetlen vektorrenszere esetén van olyan v1,...,v ortonormdlt vektorrendszer,
amelyre [uy, ..., ug] = [v1,..., k.

37. Példa. Gram-Schmidt ortogonalizaciét hajtunk végre Ri-ben az u; = (1,1,-1,1),
uz = (2,1,—-1,0), ug = (3,—1,3,1) vektorrendszeren. Legyen v; = u; = (1,1,—1,1), a
vy vektort tgy kapjuk, hogy az us vektorbdl kivonjuk az us vektor vi-re vett meréleges
vetiiletét (35. definicid). A w3 vektor esetén a vy és a vy vektorokra vett mergleges vetiiletet
is kivonjuk:

(ug,v1) 24+1+140

= Uy — =(2,1,-1,0) — 1,1,-1,1) = (1,0,0,—1),
V2 uz <'U1,'U1>vl ( s Ly ) ) 1+1+1+1( ) ( )
(uz, v1) (u3,v2) 0 2
=u3 — - =(3,-1,3,1) — —(1,1,-1,1) — -(1,0,0,-1) = (2, -1, 3,2).
V3 = U3 (vl,m} 1 <v2,v2>v2 ( ) 4( ) 2( )= ( )

Avy=(1,1,-1,1),v2 = (1,0,0,—1) és v3 = (2, —1, 3, 2) vektorrendszer ortogonalis, ha a v;

vektorokat elosztjuk a hosszukkal, akkor ortonormélt vektorrendszert kapunk. Mivel ||v1|| =
_ : _ . 11 11 1 1 2 13 2

2, [[osl| = V2 65 [[usl| = VI8, fey az (3,3, -3.3), (5.0.0-F), (e~ oo Fs

vektorok ortonormalt vektorrendszert alkotnak.

38. Kovetkezmény. Euklideszi tér barmely ortonormdlt vektorrendszere kiegészithetd ortonor-
mdlt bazissd. Euklideszi térben van ortonormdlt bdzis.

39. Definicié. Az U és V euklideszi terek izomorfak, ha van olyan ¢ : U — V vektortér
izomorfizmus, amely megtartja a bels§ szorzatot, azaz (up,vp) = (u,v) minden u,v € U
esetén.

40. Tétel. Bdarmely n-dimenzids euklideszi tér izomorf az R™ euklideszi térrel.

41. Definicié. Legyen V euklideszi tér. Azt mondjuk, hogy a ¢ : V' — V lienaris transz-
formécioé szimmetrikus, ha minden u,v € V esetén (up,v) = (u,vep).

42. Teétel. Euklideszi tér linedris transzformdcidja akkor és csak akkor szimmetrikus, ha
mdtriza valamely (bdrmely) ortonormdlt bazisban szimmetrikus.

43. Tétel. Euklideszi tér barmely szimmetrikus linedris transzformdcidjinak van sajatértéke.
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44. Tétel. FEuklideszi tér tetszdleges ¢ szimmetrikus linedris transzformdcidja esetén az
euklideszi térnek van ¢ sajdtvektoraibol dllo ortonormdlt bazisa. Ebben a bdzisban ¢ mdtriza
diagondlis, ahol a fédtloban rendre a bdzisvektorokhoz tartozé sajatértékek dllnak.

45. Példa. Legyen a ¢ : R? — R3 szimmetrikus linearis transzformécié matrixa a standard
béazisban

3 3 0
A=13 -5 0
0 0 4

Meghatarozzuk az R? egy ¢ sajatvektoraibol all6 ortonorméalt bazisat. ElGszér meghataroz-
zuk @ sajatértékeit. Az |A — xE| determinénst az utolsé oszlopa szerint kifejtve kapjuk,
hogy a karakterisztikus polinom:

3—=x 3 0
falx)=|A—zE|=] 3 —b5—2 0 |=(4—2)[3—2)(-5—2)-9] = (4—x)(x—4)(x+6).
0 0 41—z
Az fa(x) polinom valos gyokei, azaz a ¢ sajatértékei a \j = 4 és a Adg = —6 skalarok.

Meghatarozzuk a A\ = 4 sajatértékhez tartozo sajatalteret. A kovetkez6 homogén linearis
egyenletrendszer megoldasai alkotjak a A\; = 4-hez tartozd sajatalteret:

-1 3 0
(21 w2 w3) | 3 =9 0] =(-2z1+322 3x1—922 0)=(0 0 0).
0 0 0

Mivel a méasodik egyenlet az els6 (—3)-szorosa, igy elég figyelembe venni a —x1 + 3z9 =
0 Osszefliggést, amibdl 1 = 3wo, azaz x1 kotott ismeretlen, xo és xg pedig szabad. A
megoldastér egy bazisat tgy kapjuk, hogy a szabad véltozokba behelyettesitjik a 0 és 1
értékeket ugy, hogy mindig egy szabad véltozo kapjon 1 értéket. Az igy kapott (3,1,0) és
(0,0, 1) vektorok alkotjak a A\; = 4-hez tartozo sajataltér egy bazisat.

A Xy = —6-hoz tartozo sajataltér hasonloképpen szamithato, egy bazisa az (1, —3,0) vektor.
A (3,1,0), (0,0,1), (1,—3,0) vektorrendszer a ¢ linearis transzformécié sajatvektoraibol
allo bazist alkot R3-ben, és ez a vektorrendszer ortogonalis is. Ahhoz, hogy ortonormalt

bézist alkosson a vektorok hosszaval kell leosztani, igy kapjuk a (\/%, \/%,O), (0,0,1),

(L -3 0> ortonormélt bazist, mely a ¢ linearis transzformécié sajatvektoraibodl all.

V107 /10’

46. Kovetkezmény. Bdrmely A wvalds szimmetrikus mdtrizhoz megadhatd olyan P orto-
gondlis mdtriz, amelyre P~ AP diagondlis.

47. Példa. Megadunk az alabbi A valos szimmetrikus matrixhoz egy olyan P ortogonalis
matrixot, amelyre P~'AP diagonalis.

3 3
A=13 -5 0
0 0 4

Ez a matrix a 45. példdban szerepl§ ¢ linearis transzformécié métrixa a standard bazis-
ban. Abban példdban megadtunk egy sajatvektorokbdl allo ortonormalt béazist, a 44. tétel
alapjan abban a bazisban a ¢ matrixa diagonalis. Ha a 45. példaban meghatarozott ortonor-
mélt bézis vektorait beirjuk egy matrix oszlopaiba, akkor éppen a keresett P matrixot
kapjuk:

3 0 _L
V10 V10
p—| L o 5
V10 V10
0 1 0



A P~'AP diagonalis matrix fsatlojaban rendre a bazisvektorokhoz tartozé sajatértékek
allnak:

4 0 0
PlAP=PTAP=|0 4 0
00 —6

48. Tétel (Kvadratikus alakok fétengelytétele). Fuklideszi térben bdarmely kvadratikus
alakhoz megadhatd az euklideszi tér olyan ortonormdlt bdzisa, amelyben a kvadratikus alak
kanonikus alakii.

49. Példa. A ¢ : R® — R, q(u) = 32% + 62122 — 523 + 423 kvadratikus alakhoz tartozo

ortonormaélt bazis, amelyben a ¢ kanonikus alaki, a 45. példaban megadott ( NATRVATE O),

(0,0,1), (\/%—0, _J%’ 0> bazis, ugyanis a ¢ matrixa a standard bazisban éppen az A matrix.
A 44. tétel alapjan ebben a béazisban a ¢ matrixa diagonalis, és a fatloban a sajatértékek
szerepelnek. Igy ¢ kanonikus alakja ebben a bazisban q(v) = 4y? 4 4y2 — 6y3, ami alapjan
q indefinit.



