Linearis leképezések
(elsadasvazlat, 2012. szeptember 28.)

Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

Ennek az el6adasnak a megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: homogén linearis
egyenletrendszer és annak megoldéasaltere, vektorterek izomorfizmusa és automorfizmusa,
bézisatmenet matrixa.

Az el6adashoz ajanlott jegyzet:

e Szabo Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdba, Polygon Kiado, Szeged, 2003-2006.
o Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiadé, Szeged, 1999.

1. Definicié. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. A ¢ : U — V leképezést
lineéris leképezésnek nevezziik (vagy vektortér homomorfizmusnak), ha barmely u,v € U és
A €T esetén
(u+v)p=up+ve és (Au)p= Aup).

Az U-bol V-be mend linearis leképezések halmazat Hom (U, V') jeloli. Az U-bol U-ba mend
linearis leképezéseket linearis transzformacioknak nevezziik. A bijektiv linearis leképezések
a vektortér izomorfizmusok, tovabba a bijektiv lineéris transzforméciok a vektortér auto-
morfizmusok.

2. Definicid. Legyen ¢ € Hom(U, V) linearis leképezés. A
Kero={ueU:up=0},
Imp={up:ueclU}

halmazokat rendre a ¢ lineéris leképezés magjanak, illetve képterének nevezziik.

3. Tétel. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. Tetszdleges ¢ € Hom(U, V')
linedaris leképezésre érvényesek a kovetkezdk:

(1) Op =0,
2) Ker altér U-ban,

(2)

(3) Im altér V-ben,

(4) ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker p = {0},

(5) Ha uy,...,ux generdtorrendszer U-ban, akkor uiyp,...,urp generdtorrendszer az
Im ¢ képtérben.

(6) Hauyp,...,urp linedrisan figgetlen vektorrendszer V -ben, akkorwuy, ..., ug linedrisan

fiiggetlen U-ban.

4. Tétel (Linearis leképezések dimenziététele). Legyen U és V' ugyanazon T test feletti
vektortér, és p € Hom(U, V). Ha U végesdimenzids, akkor

dim(U) = dim(Ker ¢) + dim(Im ¢).
5. Kovetkezmény. Végesdimenzios vektortér linedris transzformdcidja akkor és csak akkor
mjektiv, ha szirjektiv.
6. Kovetkezmény. Legyen T test, myn > 1 és A € T™*". Az Ax = 0 homogén linedris

egyenletrendszer megolddsalterének dimenzidja (azaz a szabad vdltozok szama) n — r(A).

7. Tétel. HaV a T test feletti n-dimenzids vektortér, akkor V izomorf a T™ vektortérrel.
Tehat barmely két T-feletti n-dimenzids vektortér izomorf eqymdssal.

8. Definicié. Legyenck U és V ugyanazon T test feletti vektorterek. A ¢,1¢ € Hom(U, V)
linearis leképezések Osszegén, illetve a ¢ leképezés ¢ € T skalarral valo szorzatan azt a
p+1:U—=V,illetve cpo : U — V leképezéseket értjiik, amelyekre

u(p + ) = up + urh, u(ep) = c(up) minden u € U esetén.



9. Tétel. Tetszdleges U és V' ugyanazon T test feletti vektorterek esetén Hom(U, V') a fent
definidlt miveletekkel vektorteret alkot T felett.

10. Teétel. Tetszéleges U,V és W ugyanazon T test feletti vektorterekre érvényesek a
kovetkezok:

(1) Ha ¢ € Hom(U,V) és ¢ € Hom(V, W), akkor ¢y € Hom(U, W).

(2) Ha p € Hom(U, V) bijektiv, akkor =1 € Hom(V,U).

(3) Ha ¢ € Hom(U, V), ¥ € Hom(V,W) és c € T, akkor c(p) = (cp)tp = p(ct).

(4) Ha ¢,y € Hom(U,V) és 7 € Hom(V, W), akkor (¢ + )T = o7 + 7.

(5) Ha ¢ € Hom(U, V) és ¢, € Hom(V, W), akkor (¢ + 7) = o) + pT.

11. Tétel. Legyen U wvégesdimenzids, V pedig tetszdleges ugyanazon T test feletti vek-

tortér, e1,...,e, € U bdzis és vi,...,v, € V tetszbleges vektorrendszer. Ekkor létezik egy
egyértelmiien meghatdrozott ¢ € Hom(U, V') linedris leképezés, amelyre

€1Y = V1,20 = V2,...,ERP = Up.

12. Definicié. Legyenek U és V végesdimenzios vektorterek a T test felett az € : eq, ..., e, €
UésF: f1,..., fn €V bazisokkal. Tetszéleges ¢ € Hom(U, V') linearis leképezésre léteznek
olyan egyértelmien meghatarozott a; ; € T' skalarok, hogy

n
e = E a;;f; minden i = 1,...,m esetén.
7j=1

Az (a; j)mxn matrixot a ¢ linearis leképezés € és F bazisokban megadott matrixanak nevez-
zik.
13. Példa. Megadjuk a ¢ : R? — R2, (z,y,2)p = (z+2y, y+ 2) linearis leképezés matrixat
az € : (1,0,0),(1,0,—1),(1,1,1), valamint az F : (1,0), (1, —1) bazisok esetén. Keressiik
azt az A = (ai;)3x2 matrixot, amelyre teljesiil:

(1,0,0)p = (1,0) = a11(1,0) + a12(1, —1)

(1, 0, —1)(p = (1, —1) = agl(l, 0) + a22(1, —1)

(1, 1, 1)(p = (3, 2) = a31(1, 0) + CL32(1, —1).
Az els6 egyenletbdl az ai1 + a12 = 1, valamint a —a19 = 0 Osszefiiggéseket kapjuk, melynek
megoldasa: a;; = 1, ajo = 0. Hasonldéan a maéasodikbol megkaphatd, hogy as; = 0 és
azs = 1, a harmadikbdl pedig as; = 5, ass = —2 adodik. Tehat a ¢ linearis leképezés
matrixa az £ és F bazisokban:

14. Tétel. Legyenek U és V végesdimenzids vektorterek a T test felett az € :e1,...,ep € U
és F i fi,...,fn € V bdzisokkal, tovibbd legyen A € T™™ a ¢ € Hom(U,V) linedris
leképezés £ és F bazisokban megadott mdtriza. Ha az u € U vektor koordindtasora az £
bazisban x = (x1,...,Ty), akkor az up € V vektor koordindtasora az F bdzisban T A.

15. Példa. A 13. példaban szerepld ¢ linearis leképezés, valamint £ és F bazisok esetén
megadjuk az u = (1,3,—1) € R3 standard bazisban felirt vektor koordinatasorat az &
bazisban, és az up koordinatasorat az F bazisban.
Az u koordinatasora x = (x1, z2,x3), ha (1,3, —1) = x1(1,0,0) + z2(1,0, —1) + z3(1, 1, 1),

x1+xo+ax3 =1

T3 = 3
—x9 +x3 = —1.
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Az egyenletrendszer megoldasa: x1 = —6, xo = 4, x3 = 3, tehét az u vektor koordinatasora
az £ béazisban z = (—6,4,3). Az up € R? vektor koordinatasora az F bazisban a 14. tétel
és a 13. példaban kapott matrix segitségével a kovetkezSképpen szamolhato:

10
zA=(—6 4 3) g 12 =9 -2).

Megjegyezziik, hogy az ug vektor koordinatasora a standrad bazisban: 9(1,0)+(—2)(1,—1) =
(7,2).

16. Tétel. Legyenek £, F és G rendre az U,V és W ugyanazon T test feletti végesdimenzids
vektorterek bazisai. Legyen A és B rendre a ¢, € Hom(U, V') linedris leképezések mdtrizai
az € és F bazisokban, illetve C a 7 € Hom(V, W) linedris leképezés mdtriza az F és G
bdzisokban, és legyen ¢ € T'. Ekkor

(1) A+ B a ¢+ v linedris leképzés mdtriza az € és F bazisokban,

(2) cA a cp linedris leképezés mdtriza az € és F bdzisokban,

(3) AC a ot linedris leképezés mdtriza az € és G bazisokban.

17. Kovetkezmény. Ha U m-dimenzids és V n-dimenzids vektortér a T test felett, akkor a
linedris leképezések Hom(U, V') vektortere izomorf az m X n-es mdtrizok T™*™ vektorterével,
és igy mn dimenzids.

18. Definici6. Legyen € : eq,...,eym ¢sE €], ... el aT test feletti U vektortér két bazisa.

Az id € Hom(U, U) identikus lineéris leképezés € és £’ bazisokban megadott méatrixat az £
bazisrol az £ bazisra vald attérés matrixanak hivjuk.

19. Példa. Tekintsiik az R? vektortér kovetkezs két bazisat, £ : (1,0,0), (1,0, —1),(1,1,1) és
& :(0,0,1),(1,1,1),(0,—1,—2). Megadjuk az & bazisrol az £ bazisra vald attérés matrixat,
ami az el6z6 definicié szerint az identikus leképezés matrixaval egyezik meg. Keressiik azt
a P = (pij)3x3 matrixot, amelyre teljesiil, hogy

(17070)1d - (1707()) - pll(oaoa 1) +p12(17 17 1) +P13(07 -1 - 2)
(1707 _1)1d - (1707 _1) - P21(0707 1) +p22(17 17 1) +p23(07 -1 - 2)
(1,1,1)id = (1,1,1) = p31(0,0,1) + p3a(1,1,1) + pss(0, —1 — 2).

Az els egyenletbdl a p1a = 1, p12 —p13 = 0 és a p11 +p12 — 2p13 = 0 Osszefiiggéseket kapjuk,
melynek megoldasa: p11 = p12 = p13 = 1. A masodik egyenletbdl hasonléan szédmithato,
hogy po1 = 0, pao = po3 = 1, a harmadikbél pedig p3; = p33 = 0 és p3s = 1 adddik. Tehét
az & bazisrol az £ bézisra valo attérés matrixa:

111
P=10 11
010
20. Tétel. Legyen a T test feletti U vektortér két bdazisa £ és E', tovdbbd legyen P az dttérés

mdtriza az £ bdzisrdl az ' bdzisra. FEkkor P nemelfajulé mdtriz, tovdbbd az E' bdzisrdl az €
bdzisra vald dttérés mdtriza P~1.

21. Tétel. Legyenck U és V ugyanazon T test feletti vektorterek, £ és E' az U, F és F' pedig
a V wvektortér bdzisa. Jelolje P, illetve S az dttérés mdtrizdt €-rél £ -re, illetve F-rél F'-re.
Legyen ¢ € Hom(U, V') linedris leképezés, és legyen ¢ mdtriza az € és F bazisokban A.
Ekkor ¢ mdtriza az ' és F' bdzisokban P~1AS.

22. Példa. Tekintsiik a ¢ : R® — R?, (2,9,2)p = (z + 2y,y + 2) linearis leképezést, és

az R3 vektortér £ : (0,0,1),(1,1,1), (0, -1, —2), illetve az R? vektortér F’ : (0,—1),(1,2)

bazisat. Az 21. tétel segitségével megadjuk a ¢ matrixat az £ és F' bazisokban gy, hogy

felhasznéljuk, hogy a 13. példaban megadtuk a ¢ leképezés A matrixat az € és F bazisokban,

a 19. példaban pedig az £ bazisrol az £ bazisra valo attérés P maéatrixat. Ahhoz, hogy a
3



13. példaban szerepl6 A méatrixot felhasznalhassuk a 21. tétel szerint ki kell még szamolnunk
az F : (1,0),(1,—1) bézisrol az F' bézisra valo attérés S = (s;;)ax2 matrixat, amelyre
teljesiil, hogy:

(1,0)id = (1,0) = s11(0, —1) + s12(1,2)
(1, —1)1d = (1, —1) = 321(0, —1) + 822(1, 2)

Amibd&l megkapjuk, hogy s11 = 1, s19 = 1, s91 = 3 és s99 = 1. Meg kell még hataroznunk

P let:
-1

11 1 1 -1 0
P'=1011] =[0o 0o 1
010 0 1 -1

Tehat a ¢ linearis leképezés A’ matrixat a 21. tétel alapjan kovetkezéképpen kapjuk:

1 -1 0 1 0 5 1 -1 0
A=pPtAs=(0 0 1 0 1 <3 1>: 4 3
0 1 -1/ \5 —2 -1 =2

23. Definicié. Legyen T test és n pozitiv egész. Az A, B € T™*™ maétrixok hasonlok, ha
létezik olyan nemelfajuld P € T™*™ métrix, hogy A = P~'BP.

24. Kovetkezmény. Ugyanazon linedris transzformdcié két kiillonbozd bazisban felirt mdtriza
hasonlo.

25. Definicié. A ¢ linearis leképezés rangjan a képterének dimenziojat értjik, azaz r(¢) =
dim(Im ¢).

26. Tétel. Véges dimenzids vektorterek kozotti linedris leképezés rangja megegyezik valamely
(barmely) bazisbeli mdtrizdnak rangjdval.

27. Példa. Vegyiik a 13. példaban szerepls ¢ : R — R2, (z,y, 2)¢ = (z+2y,y + 2) lineéris
leképezést, és az € : (1,0,0),(1,0,—1),(1,1,1), valamint az F : (1,0), (1,—1) bazisokat,
meghatarozzuk a ¢ képterét és magterét. A 13. példaban kiszamitottuk az £ és F bazisok-
ban a ¢ méatrixat:

1 0
A={(0 1
5 —2

Mivel r(A) = 2, az el6z6 tételt felhasznalva dim(Im @) = r(p) = r(A4) = 2, igy Im ¢ = R2.
Meghatarozzuk a Ker o = {u € R3 : up = 0} magteret. A linearis leképezések dimenzio-
tétele (4. tétel) szerint: dim(Ker ) = dim(R3) — dim(Imy) = 3 — 2 = 1 teljesiil. Tehat
Ker ¢ bazisa egyelemti. Az £ bazisban megadott (x1,z2,23) € R? vektor eleme a magtérnek,
ha teljesiil, hogy:

1 0
({El ) 1’3) 0 1 = (1'1 + 5x3 X2 — 2(53) = (0 0) .
5 —2

Tehat az x1 + bxg = 0 és 9 — 2z3 = 0 egyenletek adodnak, amelyek egy homogén linearis
egyenletrendszert alkotnak. Ha xs-at szabad ismeretlennek valasztjuk, akkor a kotott is-
meretlenekre kapjuk, hogy x1 = —b5x3 és o = 2x3. A szabad ismeretlent 1-nek vélasztva a
(—5,2,1) vektor a homogén linearis egyenletrendszer megoldasainak egy bézisa lesz, tehat
Keryp =[(—5,2,1)].

28. Kovetkezmény. Legyen o linedris transzformdcic valamely végesdimenzids vektortérben.
Ekkor ¢ akkor és csak akkor bijektiv, ha valamely (bdarmely) bdzisbeli mdtriza nemelfajuld.
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29. Tétel. Legyen U m-dimenzids és V n-dimenzids vektorterek ugyanazon T test folott, és
¢ € Hom(U, V). Ekkor ¢ mdtriza az U ésV egy-egy alkalmas bazisdiban

E. 0 mxn
<0 0>6T ,

aholr a ¢ rangja, E,. azrxr méretd eqységmdtriz, €s a zérck a megfeleld méretid zéromdtrizok.

30. Kovetkezmény. Legyen T tetszdleges test. Ekkor minden A € T™*™ mdtrizhoz létezik
olyan nemelfajule P € T™*™ ¢és Q € T™*™ mdtrizok, hogy

PAQ = <]f) 8) ,

ahol v az A mdtriz rangja, és a jobboldalon dllé mdtriz ugyanaz, mint az elézd tételben.

31. Definicié. Legyen T test, V vektortér T felett, és o € Hom(V,V). A X\ € T skalar a ¢
linearis transzformacié sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla v € V' vektor, hogy vp = Av.
A

{veV:ivp=X}
alteret a A € T skalarhoz tartozo sajataltérnek nevezziikk. A nemnulla v € V' vektor a
© lineéris transzformacio sajatvektora, ha valamely sajataltérben benne van, azaz létezik
olyan A\ € T', hogy vp = Awv.

32. Definicié. Legyen T test, n pozitiv egész. Az A € T™*™ matrix sajatérteke, sajataltere
és sajatvektora rendre a ¢ : T™ — T", x +— z A linearis transzformacioé sajatértéke, sajatal-
tere, illetve sajatvektora. Azaz A\ € T és x € T™ akkor és csak akkor sajatérték, sajatvektor
par, ha xA = \z.

33. Tétel. Legyen V n-dimenzids vektortér a T test felett, eq,...,e, bdzis V-ben, ¢ €
Hom(V,V) és A € T"*"™ a ¢ linedris transzformdcio mdtriza az ey, ..., e, bazisban. Ekkor
AeT ésv eV akkor és csak akkor sajdatérték, sajdatvektor pdrja p-nek, ha A és v koordind-
tasora sajdtérték, sajatvektor pdarja A-nak.

34. Tétel. Legyen U tetszdleges vektortér a T test felett, A\1,...,\p € T pdronként kilon-
boz6 sajatértékei a ¢ € Hom(U,U) linedris transzformdcionak, és Uy, ..., Uy pedig ezen
sajdatértékekhez tartozo sajdtalterek. HaUi+---+ Uy = U, akkor ¢ egyértelmien meghatdro-
zott.

35. Definicié. Az A € T™*™ matrix karakterisztikus polinomja az
fa(x) =|A —zE|

determinanssal megadott T-feletti polinom. Az f4(x) polinom T-be es6 gyokeit az A matrix
karakterisztikus gyokeinek nevezziik.

36. Tétel. Legyen T test. A X\ € T skaldr akkor és csak akkor sajdtértéke az A € T™*"
mdtriznak, ha X karakterisztikus gyoke A-nak.

37. Példa. Kiszamoljuk az alabbi A € R3*3 matrix sajatértékeit, és meghatarozzuk a hozza
tartozo sajataltereket.

7T -3 1
A=10 1 2
0 9 4

Az |A—zFE| determinanst az elsd oszlopa szerint kifejtve kapjuk az A méatrix karakterisztikus
polinomjat:
T—x =3 1
falx)=|A—zE|=| 0 1—x 2 | =(T—2)(1—2)(4—2)—18] = (T—z)(x—T)(x+2).
0 9 4—x
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Az f4(x) polinom valos gyokei, azaz az A matrix sajatértékei a A = 7 és a Ao = —2 skalarok.

Meghatarozzuk a A\ = 7 sajatértékhez tartozo sajatalteret. Az xA = A\jx Osszefiiggést

atrendezve az (A — A\ E) = 0 homogén linearis egyenletrendszerhez jutunk, amelynek
megoldasai alkotjak a A\; = 7-hez tartozo sajatalteret.
0 -3 1
(x1 @2 x3) |0 —6 2 | =(0 —3z1 —6r2+92z3 x1+222—323)=(0 0 0).
0o 9 -3
Mivel a méasodik egyenlet a harmadik (—3)-szorosa, igy elég figyelembe venni az x; + 2x9 —
3rs = 0 Osszefiiggést, amibsl x1 = —2x9 + 3ws-at kapjuk, azaz z; kOtott ismeretlen, xo

és x3 pedig szabad. A megoldastér egy bazisat ugy kapjuk, hogy a szabad valtozokba
behelyettesitjiikk a 0 és 1 értékeket tigy, hogy mindig egy szabad valtozé kapjon 1 értéket.

Igy
r9 =1, x3 =0, r1=-2-143-0=-2,
xo =0, x3 =1, r1=-2-04+3-1=3.
Az igy kapott (—2,1,0) és (3,0,1) vektorok alkotjak a A\ = 7-hez tartozo sajataltér egy
bézisat.
A Xy = —2-hoz tartozo sajataltér hasonloképpen szamithato, egy bézisa a (0, —3,1) vektor.

38. Tétel. Hasonld mdtrizok karakterisztikus polinomja megegyezik.

nomja a linearis transzformécio valamely (barmely) bazisban felirt métrixanak karakterisz-
tikus polinomja.



