Linearis algebra és a rang fogalma
(elsadasvazlat, 2012. szeptember 13.)

Maroéti Miklos

Ennek az el6adasnak a megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni:

(1) A maétrixalgebraval kapcsolatban: szamtest feletti matrixok fogalma, matrixok ké-
plettel valé megadéasa, miiveletek matrixokkal és azok elemi tulajdonsagai, trian-
guléris matrixok.

(2) A determinansokkal kapcsolatban: a determinans fogalma, kifejtési tételek, a de-
terminansok elemi tulajdonsigai, a dualitds elve, a determinénsok szorzéastétele,
triangularis méatrixok determinansa, matrix inverzének kiszamitédsa determinénssal,
Vandermonde-determinéns, elfajuld méatrix.

(3) A linearis egyenletrendszerekkel kapcsolatban: a linearis egyenletrendszer fogalma,
egyenletrendszerek matrixos alakja, bévitett matrix, lépcsds alakt egyenletrendsz-
erek, kotott és szabad valtozok, elemi sordtalakitasok, Gauss-eliminaci6, Cramer-
szabaly, métrixok determinansanak és inverzének kiszamolésa elemi soratalakité-
sokkal.

(4) Az absztrakt vektorterekkel kapcsolatban: szamtest feletti vektortér fogalma, a
fontos példak ismerete (77, TV, T™*" T[x], R¥ R vektortér Q felett) nullvek-
tor, miiveletek vektorokkal és azok elemi tulajdonsagai, vektorterek izomorfizmusa,
altér fogalma, trivialis alterek, homogén linearis egyenletrendszer megoldasaltere,
linearis kombinacio, trivialis linearis kombinacio, feszitett (generalt) altér, alterek
Osszege és metszete, az alterek haldja,

(5) Vektorrendszerekkel kapcsolatban: a vektorrendszer fogalma, linearisan fliggetlen
és fliggs vektorrendszerek, maximaélis linearisan fiiggetlen vektorrendszer, genera-
torrendszer, minimalis generatorrendszer, végesdimenzios vektortér, bazis, standard
béazis, vektor koordinatai, kicserélési tétel, dimenzi6 fogalma, azonos dimenziés vek-
torterek izomorfak.

Az el6adashoz ajanlott jegyzet:
e Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiado, Szeged, 1999.
e Szabo Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdba, Polygon Kiado, Szeged, 2003-2006.

1. Tétel. Legyen T test, és A = (a; ;) € T™*" tetszdleges négyzetes mdtrixz. Ekkor
Al = sgn(0) - a110 - G220+ Ao
CTESn
2. Példa. n = 2 esetén:

ailp a2

=sen(id) - aj1a9e +sgn((1 2)) - ajpas1 = aj1as2 — ai2a21.
4y g gn(id) - ajjage gn((1 2)) - arza21 11022 12021

n = 3 esetén:
a1l a2 a3
a1 Qa9 Q23| = Sgn(id) - a11a922a33 + Sgn((l 2)) + (120921033 + sgn((l 3)) -+ 113a922031
aszr a32 ass
+ sgn((2 3)) -+ 111023032 + sgn((l 2 3)) -+ a12023a31 + sgn((l 3 2)) -+ 113021032
= (11022033 1 12023031 + 013021032 — 12021033 — 013G22031 — (11023032,
ami éppen a Sarrus-szabély.

3. Keérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak tetszdleges T
testre?



> 0 tetszlleges A € matrixra.

1) |Al >0 1 Aerqnxn i

(2) Tetszbleges A € T™*™ matrixra |A| € T.

(3) Ha A € T"** és B € TF*™, akkor AB € C™*™,

(4) Ha A e T"*" és B € T"*", akkor |AB| = |A| - |B|.

(5) Ha A € T"*" és B € T"*", akkor |A + B| = |A| + |B].

(6) Ha A e T"*™ és A € T, akkor |A\A| = A\"|A].

(7) Ha az A € T™*™ matrix valamely oszlopaban csupa nulla elem van, akkor |A| = 0.
(8) Ha A € T™*" triangularis, akkor |A| a f6atlon elhelyezkeds elemek szorzata.

(9) Az A € T™™ matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha |A| # 0.

4. Példa. C vektortér R felett. Az 1, ¢ minimalis generatorrendszer, tehat C dimenzioja 2,
azaz C izomorf R?-tel mint vektortér (de természetesen nem mint test).

5. Definicié. Az S halmazt a (T;+,-) test résztestjének nevezziik, ha
(1) 0 # S C T, (nemiires részhalmaz)
(2) (Ve,ye S)(x+vy, x-y€S9), (zart T miiveleteire),
(3) (S;+,-) test, (testet alkot T" miiveletek megszoritasaval).

6. Tétel. Legyen S a T test résztestje. Ekkor T wvektorteret alkot S felett.

7. Példa. Az el6z6 tételben lattuk, hogy ha S részteste T-nek, akkor T' vektortér S felett.
Ennek az allitasnak a megforditasa még szamtestek esetében sem igaz, azaz létezik olyan
Q C T C C szamhalmaz, amely vektorteret alkot Q felett a szokasos miveletekkel, de nem

test. Legyen
3 1
T:{r+s- ({4—21') :r,se(@}.

Konnyt ellendrizni, hogy T vektortér Q felett, és 1, § + %z bézis T-ben. Ugyanakkor,

% + @z ¢ T, mivel T minden elemének képzetes része racionalis. Tehéat

2
V3 o1 1 V3
V3oL 1 VB
<2+2z o ie T

azaz T nem zart a szorzésra, csak a skalarral (racionalis szamokkal) valo szorzasra.

8. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?
(1) Z test.

)

)

) C test.

) A valos fiiggvények RR halmaza test.

) R3 vektortér Q felett.

) R3 vektortér R felett.

) R3 vektortér C felett.

) A valos fiiggvények RR halmaza vektorteret alkot R felett.

1

2)

3) C 4-dimenzios vektortér Q felett.

4) R 1-dimenzios vektortér R felett.

5) C 2-dimenzios vektortér R felett.

6) R végesdimenzios vektortér Q felett.
7) R2*2 2-dimenziés vektortér R felett.
8) R?*2 4-dimenzi6s vektortér R felett.



10. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?

1) Az (1,0), (0,1) vektorrendszer bazis az R feletti R? vektortérben.
2) Az (1,0), (0,1) vektorrendszer béazis az Q feletti R? vektortérben.
3) A2 Vektorrendszer bazis a Q feletti Q vektortérben.
4) Az 1 vektorrendszer bazis a C feletti C vektortérben.
5) A —1i vektorrendszer bazis a R feletti C vektortérben.
6) Az 1 V2 vektorrendszer fiiggetlen a Q feletti R vektortérben.
7) Az 1, v/2 vektorrendszer generatorrendszer a Q feletti R vektortérben.

8) Az 1,i vektorrendszer bazis a C feletti C vektortérben.

AAAA/_\/_\/_\A

11. Tétel (Alterek dimenziététele). Ha U és V' végesdimenzids altér valamely vektortérben,
akkor UNYV és U +V is végesdimenzids, €s

dim(UNV)+dim(U + V) = dim(U) + dim(V).

12. Példa. Az R* vektortérben megadjuk az (1,1,2,—1), (—=2,1,0,1) és (—3,3,2,1) vek-
torok altal generélt U altér bazisat. Ehhez a general6 vektorokat egy matrix soraiba beirjuk,
majd a méatrixon sorokon végzett elemi atalakitdsokkal elvégezziik a Gauss-eliminaciot. Az
elemi atalakitasok nem valtoztatjak meg a generélt alteret, tovabba konnyen lathato, hogy
a Gauss-eliminacié soran kapott nemzéré vektorok linearisan fiiggetlenck. Igy az eljaras
végén egy bézist kapunk.

1] 1 2 —1 1] 1 2 -1 1] 1 2 <1 1] o 2 -2
R R U e S e I Rt
-3 32 1 o -2 0 6 8 —2 0 0 0 0

Azaz U kétdimenzios és az (1,0, %, —2), (0,1, 3, —3%) vektorrendszer bazis.

13. Példa. Az el6z6 peldaban szerepl§ U alteret megadjuk egyenletek segitségével is.
Tudjuk, hogy az altér minden eleme a baziselemek lienaris kombinacidjaként elGéll, azaz

2 2 4 1
=l (1,0,2, -5 4y (01,2, —2) : R
U {$ ( 70737 3)+y (07 737 3) x?ye }

2 4 2 1
:{(xay73$+3y7_3x_3y):xayeR}

_( )__2+4 _21
= €L1,22,T3,T4) : T3 = 311 3aa, T4 = Sln 3x2

( )i Zan+ 2 0, 24+ 21 + 225 = 0

=< (x1,T2,%3,24) : =x1 + —w2o —x3=0, x4+ -1 + 22 = .

1,32, T3, T4) 1 g1+ 502 3 » T4t T ST

Az utolsé halmazt nevezziik az altér egyenletekkel valo megadasanak.

14. Példa. Az el6z6 példaban lattuk, hogy hogyan lehet egy general6 vektorokkal megadott

alteret egyenletekkel leirni. Most ennek a forditottjat fogjuk elvégezni. Tekintsiik a R*
vektortérben a

V= { (a;l,xg,xg,m) 12201 — 2o+ 323 =0, 8x1 +x3+ x4 =0, 4z + 229 + 624 = 0}
alteret. Az egyenletek koziil valamelyiket kivalasztva (mondjuk az els6t) kifejezziik az egyik
valtozot (mondjuk az xo-t) a tobbi segitségével, azaz

To = 2221 + 3x3.
Azt kaptuk, hogy xo kotott valtozo (azaz a tobbi ismeretében kiszamithato). Ezt a valtozot
visszahelyettesitve a tobbi egyenltebe kapjuk, hogy
8r1 +x3+ x4 =0, 421 + 2(22.%'1 + 3.%'3) + 6z4 =0,

azaz
8x1+ x3+ x4 =0, 4821 + 623 4+ 624 = 0.
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Megint kivalasztunk egy egyenletet (mondjuk az elsét), és kifejeziink egy valtozot (mondjuk
x3-at) és kapjuk, hogy
T3 = —8T1 — x4
szintén kotott valtozo. Ezt visszahelyettesitve a maradék egyenletbe
48x1 + 6(—8x1 — x4) + 624 = 0,

amit egyszertsitve azt kapjuk, hogy 0 = 0, ami mindig teljesiil. Az egyenletek elfogytak,
az xo 6s w3 valtozok kotottek, a tobbi valtozo (azaz az x1 és x4) szabadon valaszthato.
A szabadon valaszthato valtozok szama adja a dimenziot, azaz dim(V) = 2. A szabadon
valaszthato valtozokba behelyettesitjik a 0 és 1 értékeket ugy, hogy mindig egy szabadon
véalaszthato valtozo kapjon 1 értéket. Igy

:[;1:0’ 1‘4:17 x3:—80—1:—1, $2:220+3(—1):_3

A kapott vektorok (1,—2,—8,0) és (0,—3,—1,1) alkotjak az altér bazisat.

15. Példa. Az el6z6 feladatokban megadott U és V' alterekre kiszamoljuk U NV dimenz-
i6jat és megadjuk egyenletek segitségével. Mind az U, mind a V altereket mar megadtuk
egyenletek segitségével. Az U NV altérben azon vektorok vannak amelyek mind két egyen-
letrendszerben el6forduld egyenletet teljesitik, azaz
2 4 2 1
UnNV ={(x1,x9,x3,24) : 3% + 3t2 =3 = 0, x4 + 371 + 3%2 = 0,
221 —x9 + 3x3 =0, 821 + 23+ x4 = 0,421 + 229 + 624 = 0 }.

Itt a 14. példahoz hasonléan az egyenletek visszafejtésével meghatarozzuk a kotott és szabad
valtozokat. Mar tudjuk, hogy

To = 22x1 + 3x3 és x3 = —8x1 — 14

kotott valtozok, igy ezt mar nem kell még egyszer kiszamolnunk. Ezt visszahelyettesitve az
els§ két egyenletbe kapjuk, hogy

2 4 2 4
=1+ -x9 — w3 = —x1 + = (2221 + 3(—8x1 — x4)) — (—8x1 — x4)
3 3 3 3
2 88
= (5 + 5 — 32+ 8z + (—4+ ay = 621 — 324 =0,
és
2t Sy = a2t S(2201 + 3(—8a1 — 24)
Ty 3%’1 31’2 = X4 31‘1 3 I T Ty
2 22
:(§+§—8)x1+(1—1)x4:O-:L‘1+O-x4:0.

A miésodik egyenletnél azt kaptuk, hogy 0 = 0 ami mindig teljesiil. Az els6bdl pedig azt
kapjuk hogy z4 = 2z1. Tehat az xs, x3, x4 valtozdk kotottek, az x1 szabadon valaszthato,
az U NV altér egy dimenzids, melynek bazisa az

x1=1x4=2,23=-8-1-2=-10,290=22-1+3-(—10) = -8,
szdmolas alapjan (1,—8 — 10, 2).
16. Példa. Az elsz6 feladatokban megadott U és V' alterekre kiszamoljuk U4V dimenzi6jat

és egy bazisat. Mind a két altérnek tudjuk a generatorrendszerét, igy az U 4+ V alteret ezen
generator vektorok Gsszessége fogja generélni, azaz

Uv+v=I112-1), (-2,1,0,1), (-3,3,2,1), (1,—2,-8,0), (0,—3,—1,1)].
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Ezt a 12. példahoz hasonléan Gauss-eliminacié segitségével bazissa alakithatjuk, de ezt most
itt nem tessziik meg. A dimenziot viszont az alterek dimenziotételébsl egybdsl megkaphatjuk:

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(UNV) =2 +2 — 1 = 3.

17. Definicié. A T test feletti V' vektortér v, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen
részrendszereinek maximalis elemszamat a vektorrendszer rangjanak nevezzik, és r(vy, ..., vy)-
val jeloljik.

18. Tétel. Egy T test feletti vektortér barmely vy, ..., v vektorrendszere esetén
r(vi,...,vx) = dimfvg, ..., vg].

19. Példa. Kiszamoljuk az (1,1,2,—-1), (=2,1,0,1), (-3, 3,2, 1) vektorrendszer rangjat. Ez
nem maés, mint az altaluk feszitett altér dimenzidja. Ezt a 12. példdban mér kiszamoltunk,
és azt kaptuk, hogy

r((1,1,2,-1),(=2,1,0,1),(=3,3,2,1)) = dim(U) = 2.

20. Definicié. Két vektorrendszert ekvivalensnek nevezzilk, ha ugyanazt az alteret gen-
eraljak.

21. Definicié. A vektorrendszerek clemi atalakitasai a kovetkezék:

(1) tetszéleges v; vektor nemnulla A € T skalarral valo szorzésa
ULy ooy Vim1, Uiy Uiy ooy Uk ™ ULy e ey Ve 1, AU, Uil - -+, Uk

(2) tetszGleges v; vektor tetszéleges A € T' skalarszorosanak egy masik v; (j # i) vek-
torhoz valé hozzadadasa

Vlyee oy Vj—1,V5,Vj41,y.. -, VL ~ Ul,--'an—ly)\Ui‘J"ijvj—&-la---;vk
(3) nulla vektor elhagyasa (hozzéavétele)
Ul,---,U171,07U1+1,-.-,U,Ig ~ U1+ -5 Vi—1,Vit15 .-, Vk-

22. Tetel. Két vektorrendszer akkor és csak akkor ekvivalensek, ha elemi dtalakitdsok
sorozatdval eqymdsba alakithatok. Tehdt tetszdleges gemerdtorrendszer elemi dtalakitdsok
sorozatdval bdzissd alakithato.

23. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak véges dimenzids
vektorterekben?

(1) Ekvivalens vektorrendszerek elemszama megegyezik.

(2) Elemi atalakitasok megforditottja is elemi atalakitas.

(3) Béarmely két linearisan fiiggetlen vektorrendszer elemi atalakitéasok sorozatéval egymas-
ba alakithatok.

(4) Béarmely két generatorrendszer elemi atalakitasok sorozataval egymésba vihetsk.

(5) Két azonos vektor koziil az egyiknek az elhagyasa elemi atalakitasok sorozatéaval
megvaldsithato.

(6) A C? vektortérben az (1,2),(i,1) ~ (1,2),(0,1 — 2i) ~ (1,2),(0,1) ~ (1,0),(0,1)
atalakitasok elemiek.

24. Definicié. Az A € T™*"-es métrix sorrangja az A sorai altal alkotott vektorrendszer
rangja, oszloprangja az A oszlopai altal alkotott vektorrendszer rangja.

25. Definicié. Legyen A € T™*" tetszbleges T test feletti matrix és r < m,n egészek.
Az A métrix r-edrendi aldeterminansainak az A matrix tetszGleges r sorat és r oszlopéat
kijelolve, majd a kijelolt sorok és oszlopok talalkozasaban 1év6 elemekbdl alkotott r x r-es
métrixok determinansait nevezziikk. Az A méatrix determinansrangja a nemelfajulé (nem
nulla) aldeterminansainak a maximaélis rendje.
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26. Példa. Szamoljuk ki az

1 2 4 8 0
o 1 2 3 0
1 3 9 27 0
A= 0 2 4 6 0
1 -1 1 -1 0

1 5 25 125 0

métrix determinansrangjat. A rang maximum 4 lehet, mert ha az utolso, csupa nulla oszlop
benne van egy aldeterminénsban, akkor annak értéke 0. Viszont azokat a sorokat kivéalasztva,
amelyek 1-gyel kezd6dnek az

1 2 4 8
1 3 9 27
1 -1 1 -1

1 5 25 125
aldeterminanst kapjuk, amely éppen egy Vandermonde-determinans, ezért értéke

B=2)(-1-2)(5-2)(-1-3)(6-3)(5- (1)) #0,
tehat az A matrix determinansrangja 4.

27. Tétel (Rangszamtétel). Tetszdleges mdtriz sor-, oszlop- és determindnsrangjai mege-
gyeznek.

28. Definicié. A rangszamtétel szerint tetsz6leges A matrix sor-, oszlop-, és determinan-
srangja megegyezik. Ezt a szamot nevezziik az A matrix rangjanak, és r(A)-val jeloljiik.

29. Kovetkezmény. Tetszdleges A € T™*™ mdtrizra a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(1) |Al #0,

(2) A oszlopvektorainak rendszere linedrisan figgetlen,
(3) A sorvektorainak rendszere linedrisan figgetlen,
(4

) 7(A) = n.

30. Tétel (Kronecker-Capelli-tétel). Tetszdleges T test, A € T™*™ és b € T™ esetén az
Az = b linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha r(A) = r(Ab).



