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Ennek az eladésnak a megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: test, test additiv
és multiplikativ csoportja, valos szamok és tulajdonsagaik.

Az el6adéashoz ajanlott jegyzet:

e Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiado, Szeged, 1999.
e Szendrei Agnes: Diszkrét matematika, Polygon Kiado, Szeged, 1994-2002.

1. Definicié. A valos szamokbol allo szamparokat komplex szamoknak nevezziik. A komplex
szamok halmazat C jeloli, azaz C =R x R.

2. Definicié. Az (a,b) és (c,d) komplex szamok Osszege és szorzata:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
3. Példa. Az (1,2) és (3,4) komplex szamok Osszege és szorzata:
(1,2) +(3,4) = (1+3,24+4) = (4,6), ¢és
(1,2)-(3,4) = (1-3-2-4,1-442-3) = (3 - 8,4+ 6) = (5, 10).
4. Tétel. (C;+,-) test.

Bizonyitdsvdzlat. Minden konnyen leellendrizhets, ha az additiv egységnek a (0,0), mig a
multiplikativ egységnek az (1,0) komplex szamokat valasztjuk. Az egyetlen érdekes kérdés
a multiplikativ inverz létezése: tetszdleges, az additiv egységtdl kiilonbo6zé (a, b) € C inverze

(a,0)7" = (a2+62’a2+b2)

mivel

a —b a? —v? —ab ab
(a.0) <a2+b2’a2+b2> <a2+b2 a2+b2’a2—|—62+a2+b2> (1,0)

5. Példa.
=02 007 =02 (555) - (5 ) = ()

6. Kérdések. A kovetkezd allitasok koziil melyek igazak tetszéleges a, b, ¢, d € R esetén:
(1) (aa b) : (Cv d) = (CL : va ’ d),
(2) (aa 0) ’ (Ca 0) = (CL - G, 0)7
7. Tétel. Minden a,b € R esetén
(a,0) + (b,0) = (a + b,0), —(a,0) = (—a,0),
(a,0) - (b,0) = (a-b,0), (a,0)7 = (a71,0).

8. Definicid. Tetszileges a € R esetén az (a,0) komplex szam helyett egyszertien a-t irunk,
és nem is kiilonboztetjiik meg az a valds szamtol. Ugy tekintjiik, hogy R C C. Tovabba a
(0,1) komplex szamot i-vel jeloljik.

9. Tétel. Tetszdleges a,b € R esetén (a,b) = a+ bi, azaz minden komplex szam egyértelmd
mddon elddll a + bi alakban. Tovdbbd i = —1.



10. Definicié. A z € C komplex szam a + bi alakban valé felirdsat z kanonikus alakjanak
nevezziik. Az a € R szamot z valos részének, mig a b € R szamot z képzetes részének hivjuk,
és a = Re z, illetve b = Im z-vel jeloljiik. Az ¢ komplex szam neve képzetes egység.

11. Példa. A kovetkezs szamolasban csak azt hasznéaltuk ki, hogy C test (azaz érvényesek
a szokdsos szamolési szabdlyok) és i = —1:

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac — bd) + (ad + be)i

Vessiik dssze a kapott eredményt a komplex szdmok szorzasanak definiciojavall A multip-

likativ inverz kiszamolasanal azt a jol ismert azonossagot alkalmazzuk, hogy (a+b)(a—b) =

a? — b
(a+bi)! = r 1 a—bi  a—-bi  a—-bi  a n —b ;
a+bi a+bi a—bi  a2—(bi)2 aZ+b2  a2+0b2 a2 +b2

12. Definicié. Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer,
és feleltessiik meg az a + bi komplex szamnak az (a,b) koordinataji pontot. Igy kapjuk
a komplex szamsikot, méas néven a Gauss-féle szamsikot. Az els§ tengelyt (abszcissza)
valos tengelynek, a masodik tengelyt (ordinata) pedig képzetes tengelynek hivjuk. A valos
tengelyen taldlhatok a valos szamok, a képzetes tengelyen pedig a tiszta képzetes szamok.

13. Definicié. A z = a + bi komplex szam konjugaltjan a Z = a — bi komplex szamot, és
abszolut értékén a |z| = va? 4 b? valos szamot értjiik.

14. Megjegyzés. A komplex szamsikon a konjugalds nem més, mint a valos tengelyre valo
tiikrozés, az abszolut érték az origotol (nullatol) mért tavolsag, a komplex szamok Gsszeadasa
pedig (hely)vektorok 6sszeadésa.

15. Tétel. Tetszdleges u,v € C szamra

(1) = u,

(2) u+v=u+T7,

(3) u—v:ﬂ—ﬁ,
(4) 7 =

(5) u/v= / hav;éO,
(6) u=u <= uckR,
(7) u+ﬂ 2Reu,

8) u-u=|u’.

16. Tétel. Tetszdleges u,v € C szamra

(1) |u=0 <= u=0,

(2) |u-v| = fu] - |v],

(3) [u/v] = lul/lv], ha v #0,

(4) |u+ o] < ful + o],

(5) [af = |ul.
17. Tétel. Legyenek z1, 2o, ..., 2z, komplex szdmok gy, hogy a komplex szamsikon az dl-
taluk meghatdrozott poligon konvex, és a z1, ..., z, csicsok az oramutato jardsdval ellentétes
iranyban helyezkednek el. Ekkor a poligon teriilete a kévetkezd képlettel szamolhato:

1
B Im(Z122 + Z223 + - + Zn—12n + Zn21)-

18. Definicié. Egy nemnulla z komplex szam argumentuma az a szog, amivel a valos tengely
pozitiv felét el kell forgatni az origdé koriil, hogy atmenjen a z-nek megfelel6 ponton, amit
arg z-vel jeloljik. A nulla szdmnak nincsen argumentuma.

19. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?

(1) Minden nemnulla valos szam argumentuma nulla.

(2) Minden 7 argumentumi komplex szam valos.
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(3) Az i komplex szam argumentuma 37 /2.

(4) Az 1 — 4 komplex szam argumentuma —m /4.

(5) Az 5 — iz komplex szam argumentuma — /3.

(6) Mlnden nemnulla z € C szamra argz = arg z.

(7) Minden nemnulla z € C szamra arg (—z) = argz + 7.
(8) Minden nemnulla z € C szamra arg (2z) = 2 arg z.

20. Tétel. Tetszdleges 0 # z € C, r € RT és ¢ € R szdmok esetén
z=r(cosp+ising) <= r=|z| ésp=argz (mod 27).
21. Definicié. A nemnulla komplex szamok
z =r(cos g+ isiny)
alakban val6 felirasat trigonometrikus alaknak nevezziik. A nulla komplex szamnak nincsen

trigonometrikus alakja.

22. Megjegyzés. A nullatol kiilonbozé komplex szamok argumentuma csak ,modulo 277,
azaz 2m egész szami tObbszoroseitdl eltekintve meghatérozott Ezért a komplex szamok
trigonometrikus alakja sem egyértelmd: példaul mind cos § + isin §, mind a cos =% 3” +
isin S’T az 1 komplex szam trigonometrikus alakja. Viszont ha egy konkrét komplex szam
trigonometrikus alakjat kell meghataroznunk, akkor az argumentumot mindig a [0, 27| in-

tervallumban adjuk meg.

23. Tétel. Tetszdleges nulldtol kilonbozé u = r(cosp + ising) és v = s(costp + isin))
komplex szamokra

(1) @ = r(cos(—¢p) + isin(—¢)),

(2) u- v= TS(COS(SO + )+ isin(p + 1)),

(3) u™t =7~ (cos(—p) +isin(—yp)),

(4) U/v = 7“/S (cos(p —9) +isin(ep —¢)),

24. Megjegyzés. A komplex szamok kanonikus alakjat felhasznélva lathato, hogy rogzitett
v € C komplex szam esetén a z — z + v leképezés nem més, mint a v-hez tartozé vektorral
valo eltolas a komplex szamsikon. A komplex szamok trigonometrikus alakjat felhasznalva
pedig lathato, hogy rogzitett v = cos + isinv esetén a z — z - v leképezés nem mas, mint
az origd koriili ¢ szogl forgatas a komplex szamsikon.

25. Példa. Az ismert szinusz és koszinusz Osszegzési képleteket konnyen megkaphatjuk
komplex szamok segitségével. Tekintsiik a

U = coS ¢ + i sin , v = cos + i sin Y
komplex szamokat. A trigonometrikus alakokkal szamolva a szorzatuk
u-v =cos(p+ ) +isin(p + ¥).
De ha a kanonikus alakot hasznaljuk a szorzat kiszamolésara, akkor
u-v=(cosp+isinep)- (cosy + isin))
=CoS-CcosY +cosy-isiny + ising - cosy + isinp - isin Y
= (cos - costh —sinp - sine) + i(cos ¢ - siny + sin ¢ - cos ).
Mivel az u - v komplex szam egyértelmten irhaté fel kanonikus alakban, ezért
cos(yp + 1) = cosp - cosy —sinp - sin, és
sin(¢ + ¥) = cos p - sin 4 sin ¢ - cos Y.

Hasonloan szamithato ki a cos(p — 1)) és sin(¢ — ) képlete is, de ekkor az u és v komplex
szamok hanyadosat kell venniink.



26. Tétel (Moivre-képlet). Bdrmely nem zérd z = r(cos ¢ +ising) komplex szim és n € Z
esetén

2" = r"(cos(np) + isin(ny)).

27. Kérdések.

0.123456 artakének definialasahoz?

1) Miért nem lehet az el6z6 tétel képletét hasznélni példaul a i
2) Igaz-e, hogy i~! = —i?

3) Igaz-e minden 0 # z € C és n € N esetén, hogy |2"| = |z|"7?

4) Igaz-e minden 0 # z € C és n € N esetén, hogy z" = (2)"?

5) Milyen vonalon helyezkednek el a z € C \ R valodi komplex szam egész hatvanyai?
6) Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre arg z = arg(z2)?

7) Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre arg z = arg(z3)?

8) Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre arg z = arg(z~1)?

9) Melyek azok a z komplex szdmok, amelyekre |z| = |22|?

2 2

28. Példa. Tudjuk, hogy cos2a = cos® a — sin® a és sin 2a = 2sin awcos . Megmutatjuk,
hogy cos 3« és sin 3a hogyan szamithato ki egyszertien. Vegyiik a z = cos a+1 sin a komplex
szamot és szamoljuk ki a harmadik hatvanyat a trigonometrikus alakja

23 = cos 3a + isin 3a,

és a kanonikus alakjai segitségével (felhasznalva azt, hogy (a + b)3 = a® + 3ab + 3ab® + b?)

3

23 = (cosa +isina)?

= cos® o+ 3icos®a-sina — 3cosa - sin a — i sin® «

3

= (cos® @ — 3cosa - sin® @) + (3 cos® a - sina — sin® ).

Tehét azt kaptuk, hogy
3a—3cosa-sina, és

sin 3o = 3cos? a - sin o — sin® av.

cos 3o = cos

29. Definicié. Tetsz6leges n pozitiv egész szam és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u
komplex szam n-edik gyoke z-nek, ha u™ = z.

30. Tétel. Minden nemnulla z = r(cos ¢ + isin ) komplex szamnak pontosan n kilénbézd
n-edik gyoke van, mégpedig

2k 2k

%:W<005W+isinw) (k=0,...,n—1).
n n

31. Példa. Szamitsuk ki az 1 komplex szamnak a tizenkettedik gyokeit, és adjuk meg

6ket kanonikus alakban. Az 1 trigonometrikus alakja természetesen az 1 - (cos0 + isin0).

Felhasznalva a nevezetes szogek szinuszat és koszinuszat azt kapjuk, hogy az 1 tizenkét
gyoke:

0 0
ug =1- (cos+isin> =1,

12 12
2T .. 27 \/§ 1
up=1- <cos12—|—zsm12> _7-1-5@,

4



3
mzb(cos—i—zsm): \Qf
ug =1- (cos —|—zsm> =
1 \/g
Ug <COS + ¢sin 2> 3 + 2
107 107 V3 1.
us =1- <cos12+zsm12) :—7+§Z’
127 127
ug = 1- cos—12 + ¢ sin Tz = -1,
147 V3 o1
:1- —_— — :_7_7.
uy (cos D + ¢ sin 12) 5 21,
1 ny 167 1 V3.
= . _— m— —_ —— - —
Uus Cos 5 %8 D 5 5 7
1 18w Lisi 18ry\ .
Ug = cos Tz % sin T )= 7,
om 207 1 V3
U10 <cos D + 7sin 12) —1—2 5 1
227 227 V3 o1
u” (COS g T 12) T gt

32. Definicié. Az e komplex szamot n-edik egységgyoknek nevezziik (n € NT), ha " = 1.
Az ¢ komplex szam egységeyok, ha n-edik egységgyok valamely n € NT-re.

33. Tétel. Az n-edik eqységqyidkok a kovetkezok:

2k 2k
sk:cos—ﬂ—i—isin—7r (k=0,...,n—1).
n n
Ezzel a jeldléssel eg = 1 és e = 8’f minden k=0,...,n— 1 esetén.

34. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n-szoget alkotnak a komplex szam-
sikon, amelynek a koriilirt kore az origd kézépponti egységkor, és egyik csucsa 1. (Ez a két
informéacio egyértelmiien meg is hatarozza az n-szoget.)

35. Példa. Az els§ egységgyokok halmaza a
{zeC:2'=1}={1}.
A maésodik egységgyokok halmaza a
{z€C:22=1}={1,-1}.
A harmadik egységgyokok halmaza a

1 1
{zG(C:zB:l}:{l,—Q—F\égi,—Q—\égz}.

A negyedik egységgyOokok halmaza a
{zeC:2t=1}={1,i,—1,—i}.
A hatodik egységgyokok halmaza a

1
ST At S, B s
s T b by T

{zEC:z6:1}:{12+\g§, V3, ! \/gi \/§}
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36. Tétel. Egy nemnulla komplex szam osszes n-edik gyokét megkaphatjuk, ha egy rogzitett
n-edik gyokét megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel. Tehdt ha u™ = z # 0, akkor a

z komplex szdm n-edik gydkei: w- e aholk=0,...,n— 1.
37. Példa. Szamoljuk ki a v/8i értékeit. A 8i trigonometrikus alakja

T
5)7

tehat mindharom kobgyokének az abszolut értéke v/8 = 2, és a gyokok

T s 3 1
2- (cos§+isin2) =2 (cos%—kisin%) =2 <\2f+2i> :\/§+z’,

8i:8-(cosg—|—isin

3
42 T+2 5 5 3 1
2-(0052 3 7T+isin2 3 ﬂ) :2-<cosg+ising> =2 (—\g+2i> :—\/§+i,
T +4rm T +4rm 9 9
2-<cos2 3 + isin 2 3 >:2-<cosg+isin6ﬂ):—2i.

Konnyen leellenérizhetd, hogy —2i gyok, mivel (—2i)3 = —8i% = 8i. Tehat ha alkalmazzuk
az el6z6 tételt, és tudjuk a harmadik egységgyokoket, akkor megkapjuk a hdrom gyockot:

—2i-1=—2i,
1 VB
—2 - (—2+2> V341,
(1 V3
—22-(—2 2) —V3+i.

38. Definicié. Azt mondjuk, hogy a e komplex szam primitiv n-edik egységgyok, ha n-edik
egységgyok, de nem m-edik egységgydk semmilyen 0 < m < n egészre.

39. Példa. Az 1 primitiv els6 egységgyok. A —1 primitiv masodik egységgyok. A —= —|— ‘[

és —% — %z primitiv harmadik egységgyokok. Az i és —i primitiv negyedik egyseggyokok.

Az % + @z és % SRREY primitiv hatodik egységgyokok.

40. Tétel. Az g = cos =L 2]” + zstk—Tr eqységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik

egyséqqyok, ha k relativ pmm n-hez.
41. Tetel. A primitiv n-edik egységgyokok szama p(n), ahol ¢ az Euler-féle figgvény.

42. Kérdések.
(1) Hany primitiv 6todik egységgyok van?
(2) Hany primitiv tizedik egységgyok van?
(3) Igaz-e, hogy minden egységgyok primitiv n-edik egységgyok valamely n egészre?
(4) Igaz-e, hogy minden olyan z komplex szam, amelyre |z| = 1, egységgyok?
(5) Létezik-e olyan komplex szam, amely 17-edik és 73-madik egységgyok is?
(6) Létezik-e olyan komplex szam, amely 17-edik és 73-madik primitiv egységgyok is?

43. Tétel (Az algebra alaptétele). Ha p = apa™ + ap_12" 1 + - + a1x + ag komplex
egyiitthatos (an, . ..,a0 € C) nemkonstans (n > 1, a, # 0) polinom, akkor multiplicitdssal
szdmolva pontosan n darab komplex gyoke van.

44. Tétel. Tetszdleges z = a + bi komplex szamra

2 23 2’4

e’ —1+z+i+§+ﬁ+ @ (cosb+isinb).

45. Példa (Euler-formula). '™ +1 = 0.



