MBN411G: ABSZTRAKT ALGEBRA GYAKORLAT
2011. aprilis 21.

1. GYAKORLAT

1.1. Feladat. Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott miiveletre
nézve?

(1) (ZQ; )7

(2) (Za;+),

(3) (R\ {—1};0), ahol aob=a+ b+ ab tetszbleges a,b € R-re,

(4) (R;o0), ahol x oy = 2z + y tetszsleges z,y € R-re,

(5) (P(H);U), ahol H nemiires halmaz,

(6) (P(H);A), ahol H nemiires halmaz,

(7) G = ({a,b,¢,1,2,3};+), ahol a (jelen esetben asszociativ) szorzast az

aldbbi miivelettablazat adja meg:

a b c 1 2 3
all 2 3 a b c
b2 3 1 b ¢ a
c|3 1 2 ¢ a b
lla b ¢ 1 2 3
2/b ¢ a 2 3 1
3lc a b 3 1 2

1.2. Feladat. Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott miiveletre
nézve?

1.3. Feladat. Adja meg a G csoport azon elemeit, amelyek elGallnak az a elem
pozitiv egész kitevss hatvanyaiként, illetve egész kitevis hatvanyaiként.

(1) G = (Za +)7 a=1,
(2) G=(Z;+), a=3,
(3) G = D3, a pedig a kozéppont koriili %’T szoggel valo forgatas,
(4) G= (P<{17273};A)7 a= {172}7
1 0 0
(5) G = (GL(Rvg)v ')7 a= 02 0 )

0 0 -2
1
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1.4. Feladat. Legyen a D, csoportban a a kozéppont koriili § szoggel valo
forgatés, t pedig valamely szimmetriatengelyre vonatkoz6 tiikrozés. Mutassa
meg, hogy ekkor at = ta™".

1.5. Feladat. Az alabbi kovetkeztetések koziil melyek érvényesek minden cso-
portban tetszéleges a, b, ¢, x,y elemekre?

(1) axb=ayb = x =y,
(2) ze=cy=z=y.

A helyes kévetkeztetéseket igazolja, a hamisakra adjon ellenpéldat.
1.6. Feladat. Tekintsiik az R\ {0} halmazon az zxy = z |y| miveletet. Déntse
el, hogy a fenti miivelet rendelkezik-e az aldbbi tulajdonsagokkal:

e asszociativ,
e kommutativ,
e van bal, illetve jobb oldali egységeleme.

Csoportot alkot-e R \ {0} a fenti miveletre nézve?
1.7. Feladat. Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott miiveletre
nézve?

(1) {fe Z%p cxf =ax+b:abeZy},-),

2) {fezy af =azx+b:aeZ,\{0},beZ},"),

ahol p prim, - pedig a szokésos leképezésszorzas.

1.8. Feladat. Csoportot alkot-e az alabbi halmaz a megadott miiveletre nézve?

({r eR:|r| <c}, %), ahol rx s = fii, c € RT rogzitett.
2

1.9. Feladat. Milyen a,b,c € R paraméterek esetén lesz az aldbbi halmaz a
megadott miiveletre nézve csoport?

(R,0), ahol z oy = ax + by + c tetszdleges =,y € R esetén.

1.10. Feladat. (1) Mutassa meg, hogy a Q = {1,—-1,4,—1,j,—j, k, —k}
halmazon egyetlen olyan asszociativ szorzas létezik, amelyre teljesiilnek
a kovetkezok:
e az {1,—1,4, —i} részhalmazban ugyanugy szorzunk, mintha a fel-
sorolt elemek komplex szamok lennének,
e az {1,—-1,7,—j} és {1, —1,k, —k} részhalmazban ugyanigy szamo-
lunk, csak 7 helyett j-vel és k-val,
e ij =k, jk=1iki=]j.
(2) Tovabba igazolja, hogy @ csoportot alkot erre a szorzasra nézve.
Ezt a csoportot kvaternidcsoportnak nevezik.

1.11. Feladat. Egészitse ki az aldbbi mivelettabldzatot gy, hogy csoport
miivelettablazatat kapja:
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e a by z
ele
a b Y
b e
x z
Y
z

Valasztasait minden esetben indokolja.

1.12. Feladat. A D,, (n € N,n > 3) n-edfoku diédercsoportban jeldlje a a
kézéppont koriili 2% szOgl forgatast, t pedig az egyik tengelyes tiikrozést.
(1) Igazolja, hogy at = ta~!.
(2) Bizonyitsa be, hogy D,, = {id,a,a?,...,a" 1 t at,a’t, ... a" 1t}
(3) Hatéarozza meg, hogy a fent felsorolt elemek koziil melyikkel egyenlék
a kovetkezd elemek:

ta, ta, ... ,ta" !, ta”2, (ata)?®%®, (ta=1t)" 7, (atadtPa )00,

1.13. Feladat. Adjon meg olyan alakzatot a sfkban, melynek szimmetriacso-
portja 1,2, 3, illetve 4 elemd. Adjon meg olyan alakzatot a sfkban, melynek
szimmetria- és mozgascsoportja is 4 elemd.

1.14. Feladat. Irja le a kor mozgas- és szimmetriacsoportjat.

1.15. Feladat. Hany eleme van a szabdlyos tetraéder mozgas-, illetve szim-
metriacsoportjanak?

1.16. Feladat. Hény eleme van a kocka mozgas-, illetve szimmetriacsoportja-
nak?

1.17. Feladat. Az alabbi kiévetkeztetések koziil melyek érvényesek minden
csoportban tetsz6leges a, b, ¢, d, g, z,y elemekre?

) xzed = yed = y = x,

) cxd = dyc = x =y,

) abc = dbg = ac = dg,
yar=1=x=a"t,

yabr =1=x=a"1b"!,
) zab=c=x =cb la},
)

xab=a=x=0>b"1

1.18. Feladat. Igazolja, hogy ha egy csoportnak csak véges sok eleme van,
akkor béarmely elemére a pozitiv egész kitevés hatvanyok halmaza ugyanaz,
mint a negativ egész kitevGs hatvinyok halmaza.

1.19. Feladat. Adjon meg olyan elemet a GL(R, 2) csoportban, amelyben nem
szerepel 0, azonban csak véges sok kiilénb6z6 hatvanya van.

1.20. Feladat. Adja meg az n-edik komplex egységgyokok FE, csoportjanak
elemeit, és mindegyik esetén azt is, hogy hany kiilénb6z6 hatvanya van.



3IBN411G: ABSZTRAKT ALGEBRA GYAKORLAT 2011. APRILIS 21.

2. GYAKORLAT
2.1. Feladat. Szamitsa ki a permutaciok megadott szorzatait:
(1)12345678_12345678
2314617835 4 3 215 6 8 7))
(2)12345678.12345678
31 4576 8 2 3415 2876 )
2.2. Feladat. Adja meg az alabbi permutaciokat paronként idegen ciklusok
szorzataként:

1) (;

=]

—
W~
W
w

5

— O PO POy OO0 O
AN OO 00 00~ 00N
L 00 CO 00 O O = Co Ut o
N W U U
I
—

= O OO s Ot O Ot O Ot

2
3
2
3
2
5
2
4
2
3

— 7 N/ N7 NN

3 4
1 4
3 4
2 1
3 4
7 2
3 4
7 3
3 4
7 8
235),

1
4
1
3
1
2
1
2
2
32

(123)(235
(4325)(1246)(246),
(245)(135)71(12),
(12456893710)3,
(124568937104,
(12456893710)°.

(
(

2.3. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi permutaciok paritasat:

(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
10)
11)

(1)<12345678)
1 4265 387)
(2)(12345678>
2 81 476 5 3)
(3) (4325)(132)(246),
(4)<1234567891011121314151617)4
1 426 5 38 7 9 13 10 16 15 12 17 14 11

2.4. Feladat. Adja meg az alabbi tulajdonsign 7 permutéiciokat paronként
idegen ciklusokra bontott alakban:

(1) (123)(2 1) =(24),
(2) (123)(23) 7(231)=(31).

2.5. Feladat. Milyen a szerkezete — azaz a paronként idegen ciklusokra bon-
tott alakjdban milyen hossziisagt ciklusok szerepelnek, és melyikb6l mennyi —
egy n hosszusigu ciklus k-adik hatvanyanak?
2.6. Feladat. Milyen lehet a szerkezete

(1) egy 2 és egy m > 2 hosszisagu,

(2) egy 3 és egy n > 3 hosszusigu
ciklus szorzatanak (ebben, illetve a forditott sorrendben)?
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2.7. Feladat. Oldja meg az alabbi permutacitegyenleteket a megadott szim-
metrikus csoportban:

(1) Syg-ben: 72 = (1 3)(2 4),

(2) Ss-ben: 7% = (13 24),

(3) Ss-ben: w3 = (1234 5).

2.8. Feladat. Legyen 7 az A halmaz egy permutacioja. Adott a € A esetén
az a elem pdlydja az {ar* : k € Z} halmaz.
(1) Igazolja, hogy a palyak halmaza osztalyozasa A-nak.
(2) Adjamegan:Z — Z,k+— —k ésa o: Z — Z,k+— k — 1 permutaciok
palyait.
2.9. Feladat. Véges A halmaz esetén mi a kapcsolat a m € S5 permutacid
palyai és m paronként idegen ciklusokra bontott alakja kdzott?

2.10. Feladat. A paronként idegen ciklusokra bontott alak segitségével adjon
meg sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy egy permutacio elGalljon valamely
permutécio négyzeteként (azaz méasodik hatvanyaként).

2.11. Feladat. A paronként idegen cikusokra bontott alak segitségével adjon
meg sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy egy permutécio6 elGalljon valamely
permutacié hatodik hatvanyaként.

2.12. Feladat. Igazolja, hogy barmely n € N esetén

(1) tetszéleges m € S, permutaciohoz létezik olyan k € N, amelyre 7% = id,
(2) létezik olyan k € N, amelyre 7% = id teljesiil minden w € S,, permutacié
esetén.

2.13. Feladat. Bizonyitsa be, hogy S,, minden permutacioja felirhaté legfel-
jebb n — 1 transzpozicié szorzataként.

2.14. Feladat. Igazolja, hogy egy n hosszisagu ciklus nem irhaté fel n — 1-nél
kevesebb transzpozicié szorzataként.

2.15. Feladat. Legyen n € N, n > 2. Igazolja, hogy minden S,,-beli permu-
tacio eldall

(1) az (1 2),(23),...,(n—1n) transzpoziciok szorzataként;

(2) az (1 2) és (12 ... n) ciklusok szorzataként.

2.16. Feladat. Legyen n € N, n > 3. Igazolja, hogy minden A,-beli permu-
tacio elsall

(1) 3 hosszusagu ciklusok szorzataként,

(2) az (123),(234),...,(n—2n—1n) ciklusok szorzataként.

2.17. Feladat. Legyen n rogzitett, 1-nél nagyobb természetes szam. Bizo-
nyitsa be, hogy ha két S,-beli ciklus felcserélhet egymassal, akkor mozgatott
elemeik halmaza vagy diszjunkt, vagy egybeesik.
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3. GYAKORLAT

3.1. Feladat. Hatarozza meg a megadott elemek rendjét a megadott G cso-
portban:

(1) G=S56;(1254)(236)(146)7"

(2) G = Zys; 5,9,11,

(3) G ={e € C:e? =1} cos® +isin®F, cos 3T + isin 3T, cos =X +
isin -,

(4) G = Ris; 5,7,

(5) G- §

3.2. Feladat. Adjon meg a G csoportban k rendi elemet:
(1) G= Sy, k=28,15,
(2) G = Dis, k=6,
(3) G=C, k=12.

3.3. Feladat. Hatarozza meg az alabbi csoportok véges rendi elemeit:

(1) C
(2) Q
(3) Q
(4

) a kor szimmetriacsoportja.

3.4. Feladat. Bizonyitsa be az alabbi, véges foka permutéicidékra vonatkozo
allitasokat, vagy adjon rajuk ellenpéldéat:

(1) Minden paros rendd permutéacié paros.

(2) Minden péaros permutécié rendje paros.

(3) Minden paratlan rendii permutaci6 paros.

(4) Minden paratlan permutaci6 paros rendd.

3.5. Feladat. Igazolja, hogy ha a, b egy csoport tetszéleges véges rendi elemei,
akkor

(1) o(a) = o(b™"ab),

(2) o(ab) = o(ba).
3.6. Feladat. Hatarozza meg a G = {f € Sg,zf =ax+b:a,b € R,a # 0}
csoport véges rendd elemeit.

3.7. Feladat. Adjon meg olyan végtelen csoportot, amelynek minden eleme
véges rendi, valamint olyan végtelen csoportot, melyben csak véges sok véges
rendd elem van. Van-e olyan csoport, amelynek véges sok végtelen rendii eleme
van?

3.8. Feladat. Igazolja, hogy ha egy csoportban az egységelemtdl kiilonboz6
Osszes elem rendje ugyanaz, akkor az végtelen vagy primszam.

3.9. Feladat. Igazolja, hogy ha egy csoport minden elemének rendje legfeljebb
2, akkor a csoport kommutativ.

3.10. Feladat. Mutassa meg, hogy ha egy véges csoport elemszdma péros,
akkor a csoportban van mésodrendd elem.

3.11. Feladat. Mutassa meg, hogy ha egy csoport valamely a,b elemeire és
valamely m,n € Z kitevékre ba = a™b", akkor az a™b" "2, a™2b" és ab~!
elemek rendje azonos.
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3.12. Feladat. Mutassa meg, hogy tetsz6leges k € NU {oo} esetén van olyan
csoport és abban két olyan masodrendt elem, amelyek szorzatanak rendje k.

3.13. Feladat. Igazolja, hogy ha n-nek van két kiilonb6z6 paratlan primosz-
toja, akkor az R, csoport minden elemének rendje kisebb ¢(n)-nél.

3.14. Feladat. Tetszbleges k € N U {oo} esetén adjon meg az SL(RR,2) cso-
portban k rendd elemet.

3.15. Feladat. A 2.7. Feladatban szerepld palya fogalmanak segitségével ha-
tédrozza meg az Sz szimmetrikus csoport véges rendii elemeit.
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4, GYAKORLAT

4.1. Feladat. Dontse el, hogy részcsoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok
a megadott G csoportban:

(1) G=2Z, H={k€Z:6|k};

(2) G=7Z, H={ke€Z:2|kvagy 3| k};

(3) G=C*, H={ceC*:" =1 valamely n € N-re};

(4) G = Sy, H az sszes transzpoziciok halmaza Sy-ben;

(5) G =Zg, H = Rs.
4.2. Feladat. Hatérozza meg a G csoport A részhalmaza é4ltal generdlt rész-
csoportjat:

(1) G =7Zs, A= {4},

(2) G={e:e® =1}, A={cos§ +isinf},

3) G=17, A=1{6,10,15},

(4) G = Zso, A= {6, 15}

(5) G D12, = {CL at}

(6) G =51, A={(12),(123)},

(7) G=54, A={(123),(12)(34)}.

4.3. Feladat. Dontse el, hogy ciklikusak-e az alabbi csoportok vagy sem:
(1) 53,
(2) R137
(3) Ris.

4.4. Feladat. Adjon meg 1,2, illetve 3 elemii minimalis generdtorrendszert az
alabbi csoportokban (ha létezik).

(1) Zss,
(2) Ss.

4.5. Feladat. Hatirozza meg az alabbi csoportok Osszes részcsoportjat, va-
lamint rajzolja fel annak a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat,
amelyet a részcsoportok halmaza alkot a szokdsos tartalmazasra nézve.

()2187
2V
()R157
(4) D

4.6. Feladat. Mutassa meg, hogy a C* csoportban részcsoportot alkot a k-
vetkezd halmaz:

Ep~ ={u € C":van olyan k € Ny, amelyre u?* = 1} (p primszam).
4.7. Feladat. Hatérozza meg a G csoport A részhalmaza altal generélt rész-
csoportjat:

(1) G =55 A={(1 3) (345)},

(2) G=Q A={3.33
4.8. Feladat. Dontse el, hogy ciklikusak-e az alabbi csoportok vagy sem:

(1) As,
(2) Ris,

\ =
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(3) Ds.
4.9. Feladat. Adjon meg 1,2, illetve 3 elemi minimalis generatorrendszert az
alabbi csoportokban (ha létezik).

(1) De,

(2) Q.
4.10. Feladat. Hatarozza meg az alabbi csoportok dsszes részcsoportjat, va-

lamint rajzolja fel annak a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat,
amelyet a részcsoportok halmaza alkot a szokésos tartalmazéasra nézve.

(1) A47

(2) Q.
4.11. Feladat. Igazolja, hogy S,, minden részcsoportjiban vagy minden per-
muticid paros, vagy a permuticidknak pontosan a fele paros.

4.12. Feladat. Mutassa meg, hogy minden Abel-csoport

(1) véges rendii elemeinek halmaza,
(2) legfeljebb mésodrendii elemeinek halmaza

részesoportot alkot. Adjon példat olyan Abel-csoportra, melyben a legfeljebb
harmadrendd elemek nem alkotnak részcsoportot.

4.13. Feladat. Mely n > 3 természetes szdmok esetén generatorrendszere az

{(123),(12...n)}

halmaz az S, csoportnak?

4.14. Feladat. Mutassa meg, hogy ha egy G csoport generatorelemei felcse-
rélhet6k egymaéssal, akkor G Abel-féle.

4.15. Feladat. Mutassa meg, hogy ha egy G csoport nem Abel-féle, de minden
valodi részesoportja Abel-féle, akkor G-nek van kételemii generatorrendszere.

4.16. Feladat. [gazolja, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges
sok részcsoportja van.

4.17. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a Q csoport minden végesen generalt rész-
csoportja ciklikus, és adjon meg olyan valédi részcsoportjat, amely nem cikli-
kus.

4.18. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az Epe (p primszam) csoport minden
valodi részcsoportja ciklikus.

4.19. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a Q csoportnak, valamint az Epe~ (p prim-
szam) csoportoknak nincs minimalis generatorrendszere.

4.20. Feladat. Tetsz6leges n > 3 esetén hatdrozza meg a D,, csoport Gsszes
részcsoportjat.
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5. GYAKORLAT

5.1. Feladat. Dontse el, hogy létezik-e olyan ¢ homomorfizmus, amely teljesiti
a megadott feltételt:

(1) p: Z — Ss, bp = (12 3),

(2) ©: Ze — 2y, §ip :EL

(3) Q: Zlg — Zg, 3g0 = 2,

(4) ¢: Q =V, ip=(13)(24).
5.2. Feladat. Dontse el, hogy 1étezik-e

(1) Z15 — ZG,

(2) V — Z4,

(3) D4 — 54

nemtrivialis, sziirjektiv, illetve injektiv homomorfizmus.

5.3. Feladat. Haté4rozza meg az 0sszes

(1) Zio — Zys,
(2) D4 — Z4

homomorfizmust.

5.4. Feladat. Dontse el, hogy izomorfak-e egymassal az alabbi csoportok:

2) R15 és Zg,

3) D4 és Q,

4) a kor szimmetriacsoportja és C*,

5) a kor mozgascsoportja és az 1 abszolut értékd komplex szamok multip-
likativ csoportja.

5.5. Feladat. Adja meg az alabbi G csoportok g elemének képét a csoport
Cayley-féle dbrazolasanal:

(1) G=1Zs, g=4,

(2) G=83 g=(12),

(3) G = Dg, g =a’t,

4) G=7Z, g=-2.

5.6. Feladat. Hatdrozza meg az dsszes S5 — Sy injektiv homomorfizmust.

5.7. Feladat. Jelolje D, az alabbi alakzat szimmetriacsoportjat:
<o TTTTTTTTTTTTT ---

Tetsz6leges n > 3 egész esetén adjon meg sziirjektiv Do — D,, homomorfiz-
must.

5.8. Feladat. Legyen G tetsz6leges csoport, és jeldlje ¢: G — Sg a G csoport
Cayley-abrazolasat. Mutassa meg, hogy a Gy permutaciocsoport rendelkezik
az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) tetsz6leges m € Gy \ {id} permutécié mozgatja G Osszes elemét, azaz
gm # g az 0sszes g € G elem esetén,

(2) tetszoleges g, h € G elemekhez létezik olyan m € Gy permutacio, a-
melyre gm = h.
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5.9. Feladat. (1) Mi a sziikséges és elegendg feltétele annak, hogy létezzen
Ly, — Zy, nemtrividlis, injektiv, illetve sziirjektiv homomorfizmus?
(2) Adja meg az Osszes Zy, — Zy homomorfizmust.

5.10. Feladat. Legyen p primszam. Adjon meg végtelen sok sziirjektiv, de
nem injektiv endomorfizmust az Ep~ csoporton (azaz olyan Epe — Epe ho-
momorfizmusokat, melyek sziirjektivek, de nem injektivek).

5.11. Feladat. Adjon meg két kiillonbdzs n pozitiv egészre olyan n-edfoki
permutaciécsoportot, amely izomorf Dy-gyel, és amelyben tetszéleges k,l €
{1,...,n}-hez van olyan permutéacié, amely k-t [-be viszi.

5.12. Feladat. Dontse el, hogy izomorfak-e egymassal az alabbi csoportok
(Do definiciojat lasd az 5.7. Feladatban):

(1) a kor szimmetriacsoportja és Do,
(2) Do és az alabbi részcsoport GL(Q, 2)-ben:

{(8 ]f):ue{—l,l},kez}.

5.13. Feladat. Dontse el, hogy izomorfak-e egymassal az alabbi csoportok:

(1) QF és (Z[x]; +),
(2) Qes QF.

5.14. Feladat. Milyen m,n > 3 egészekre tartalmaz S, a Z,, illetve D,
csoporttal izomorf részcsoportot?

5.15. Feladat. Adjon meg olyan részcsoportot a GL(R,2) csoportban, mely
izomorf az alabbi csoporttal:

(1) Ss,

(2) Dy,

(3) C*~.
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6. GYAKORLAT

Alapfeladatok

6.1. Feladat. Hatarozza meg a megadott G csoport H részcsoportja szerinti
jobb, illetve bal oldali mellékosztalyozéast, és dontse el, hogy H norméloszté-e:
(1) G =[a], H = [a%], ahol o(a) =n €N, d | n,
(2) G =D,, H=]at], ahol n € N, n > 3,
(3) G = Dgy,, H=[a"],ahol n e N, n > 2,
(4) G=Sy, H=V,
(5) G = S4, H az {1,2} halmazt 6nmagaba képezd permutéciok részcso-
portja.

6.2. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha H, K < G olyan véges részcsoportok,
amelyek rendje egymashoz relativ prim, akkor H N K = {1}.

6.3. Feladat. Oldja meg a 4.5. Feladat (3),(4) részét a Lagrange-tétel alkal-
mazésaval. Tovabbéa a (4) esetben hatarozza meg, hogy a részcsoportok koziil
melyek normaloszték, és adja meg a normadlosztok részbenrendezett halmaza-
nak Hasse-diagramjat is.

6.4. Feladat. Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza altal generalt nor-
maloszt6jat:

(1) G =81, A={(13)24)},

(2) G = Dg, A={a},

(3) G =Dg, A={a’},

(4) G = Dg, A = {at},

(5) G=Q, A={i}.

6.5. Feladat. [gazolja, hogy a G csoportban megadott N részcsoport nor-
maloszt6, valamint adja meg a G/N faktorcsoport elemeit. Milyen ,ismert”
csoporttal izomorf G/N7

(1) G= 57, N = Ay,

(2) G=S54, N=V,

(3) G = Ry5, N ={1,14},

(4) G=Q* N={1,-1}.

6.6. Feladat. Hatarozza meg a Dg, Q) és Sy csoport Osszes normélosztdjat
és Osszes faktorcsoportjat, és dontse el, hogy a faktorcsoportok kéziil melyek
izomorfak, illetve melyek nem izomorfak egyméssal.

Szorgalmi feladatok

6.7. Feladat. Igazolja, hogy ha a G csoport K részhalmaza valamely részcso-
port szerinti bal oldali mellékosztaly, akkor G-nek van olyan részcsoportja is,
amely szerint K jobb oldali mellékosztaly.

6.8. Feladat. Igazolja, hogy ha H, K részcsoportja a G véges csoportnak,

akkor |HK| = {7l

6.9. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden 2n rendd Abel-csoport, ahol n pa-
ratlan szdm, pontosan egy mésodrendi elemet tartalmaz.
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6.10. Feladat. Izomorfia erejéig hatarozza meg az Osszes legfeljebb hatodren-
dii csoportot.

6.11. Feladat. Adjon példat annak igazolasara, hogy egy G csoport Abel-féle
részcsoportja nem feltétleniil normaloszto.

6.12. Feladat. Mutassa meg, hogy az A4 csoportban nincsen hatodrend rész-
csoport.

6.13. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges G csoport esetén InnGG < AutG.

6.14. Feladat. Keressen (minél kisebb elemszami) olyan G csoportot, amely-
ben vannak olyan M, N részcsoportok, amelyekre M <« N, N <G, de M nem
normaloszté G-ben.

6.15. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a H részcsoport indexe a G csoportban
2, akkor G'\ H minden eleme péros rendi.

6.16. Feladat. (a) Igazolja, hogy véges csoportban minden konjugéltsagi
osztéaly elemszama osztja a csoport rendjét.

(b) Legyen G véges csoport, N pedig norméloszté6 G-ben. Jelolje G kon-
jugaltsagi relacidjanak N-re valé megszoritasat ~, N konjugdltsagi relaciojat
pedig =. Bizonyitsa be, hogy ~ C ~, és az egy ~-osztalyban 1év§ ~-osztalyok
elemszama azonos.

6.17. Feladat. Keresse meg a D,, (n > 3) csoport Osszes valodi nemtrivi-
alis normaloszt6jat, és minden esetben hatirozza meg, hogy milyen ,ismert”
csoporttal izomorf a szerinte vett faktorcsoport.

6.18. Feladat. Igazolja, hogy a G csoportban megadott N részcsoport nor-
maloszto. Milyen ,ismert” csoporttal izomorf G/N7

(1) G = GL(K,n), N = SL(K,n), ahol K test és n > 1 pozitiv egész,

(2) G=R, N=72.
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7. GYAKORLAT
7.1. Feladat. Oldja meg az 5.2. feladatot a homomorfiatétel alkalmazaséaval.

7.2. Feladat. Adja meg a homomorfiatétel alkalmazaséval az 6sszes
(1) V — Z4,
(2) Z12 — Zas,
(3) Dy — Z4,
4) Z—Q
homomorfizmust. (V.6. az 5.3. feladattal.)

7.3. Feladat. Oldja meg a 7.5. feladatot a homomorfiatétel alkalmazasaval.

7.4. Feladat. Igazolja, hogy tetszGleges n € N esetén SL(C,n) norméloszto
GL(C, n)-ben, valamint a GL(C,n)/SL(C, n) faktorcsoport izomorf C*-gal.

7.5. Feladat. Hatarozza meg, hogy a megadott G csoport N normélosztéja és
H részcsoportja esetén mely csoportok izomorfidjat allitja az 1. izomorfiatétel.
A két csoportot elemeikkel adja meg.

(1) G=Q,N ={1,-1},H ={1,i, -1, —i},
(2) G=S6,N = A, H=[(123)],
(3) G= Z127N - [6]7H = [4]7
(4) G = Dy, H = [at], N = [a].

7.6. Feladat. Hatarozza meg, hogy a megadott G csoport és K O N normal-
0szt61 esetén mely két csoport izomorfidjat allitja a 2. izomorfiatétel. A két
csoportot elemeikkel adja meg.

(1) G=Sy, K=Ay, N=V,

(2) G=Q K= {% : p,q paratlan egeész}, N = {1, —1}.

Szorgalmi feladatok
7.7. Feladat. Oldja meg az 5.9. feladatot a homomorfiatétel alkalmazasaval.

7.8. Feladat. Adja meg az Osszes
(1) Dy — 54,
(2) Q@ — S4

homomorfizmust.

7.9. Feladat. (1) Mi a sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy létezzen
D,, — D, nemtrivialis, injektiv, illetve sziirjektiv homomorfizmus?
(2) Adja meg az osszes Dy, — D,, homomorfizmust.

7.10. Feladat. Oldja meg az 5.10. feladatot a homomorfiatétel alkalmazasaval.

7.11. Feladat. Legyen ¢: G — H homomorfizmus, N pedig norméloszté G-
ben. Mi annak a sziikséges és elegendd feltétele, hogy létezzen olyan ¢: G/N —
H homomorfizmus, amelyre ¢ = v1. (Itt v a G — G/N természetes homo-
morfizmust jel6li.)

7.12. Feladat. Legyen ¢: G — H ¢és ¢: H — L sziirjektiv homomorfizmus.
Hogyan lehetne ebben a helyzetben alkalmazni a 2. izomorfiatételt, és az mit
allitana?
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7.13. Feladat. Igazolja, hogy ha M, N két kiillonb6z§ maximalis normalosztd
a G csoportban, akkor M N N maximalis normaloszté M-ben és N-ben.

7.14. Feladat. Hatarozza meg, melyik ,ismert” csoporttal izomorf
(1) T Q,
(2) Inn S, (n € N),
(3) InnD,, (n €N, n>3).

7.15. Feladat. Legyen G csoport, N pedig olyan normélosztoja, amelyre G/N
kommutativ. Mutassa meg, hogy ekkor G barmely, N-nél b6vebb részcsoportja
egyben normaéaloszté is G-ben.

7.16. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G csoport teljesiti a kivetkez§ feltételeket:
(a) |G| = 720,
(b) G-nek nincsen nemtrivialis ciklikus normalosztoja,
(¢) G-nek van olyan As-tel izomorf N normélosztoja, amelyre G/N cikli-
kus.

Igazolja, hogy G-nek pontosan 7 normalosztoja van.
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8. GYAKORLAT

8.1. Feladat. Igazolja, hogy ha A n-elemi halmaz, akkor a (P(A); A) csoport
izomorf Z3-nel. |Itt Z% az n-tényez6s Zg X Za X . . . X Zy direkt szorzatot jelenti.|

8.2. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e vagy sem a kovetkezd izomorfidk:

S1 =2V xSs,

DG = ZQ X Dg.

Ha az izomorfia igaz, akkor adjon meg a bal oldalon all6 csoportnak olyan
elsallitasat normalosztoi direkt szorzataként [additiv esetben részcsoportjai di-
rekt Osszegeként|, ahol a normélosztok [részcsoportok| rendre izomorfak a jobb
oldalon all6 direkt tényezékkel.

8.3. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi csoportok direkt felbonthatok-e, vala-
mint allitsa el a direkt felbonthatékat nemtrivialis norméalosztoik direkt szor-
zataként (illetve additiv csoport esetén direkt Gsszegekent):
(1) Zg, Z10, Z11,
(2) R257
(3) @,
(4) Sh,
(5) Z.
8.4. Feladat. Hatarozza meg, hogy izomorfiatdl eltekintve hany olyan Abel-
csoport van, amelynek rendje
(2) 160,
(3) 720.
8.5. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges H és K csoportok esetén H, illetve K

homomorf képe a H x K direkt szorzatnak. Mi a magja az allitds igazolasara
megadott homomorfizmusoknak?

8.6. Feladat. Mely n pozitiv egészekre direkt felbonthatatlan a Z,, csoport?

8.7. Feladat. Mely n > 3 egész szdmok esetén direkt felbonthat6 a D,, cso-
port?

8.8. Feladat. Legyen a H csoportnak h, a K csoportnak pedig k db részcso-
portja. Igazolja, hogy
(1) a H x K csoportnak legalabb hk db részcsoportja van,
(2) ha H és K rendje relativ prim, akkor H x K-nak éppen hk db részcso-
portja van.
Tovabba adjon példat olyan H és K csoportokra, amelyekre a H x K direkt
szorzat részcsoportjainak szdma tobb, mint hk.

8.9. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi csoportok direkt felbonthatok-e, vala-
mint allitsa el a direkt felbonthatékat nemtrividlis norméalosztoik direkt szor-
zataként (illetve additiv csoport esetén direkt Gsszegekent):
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(1) Q,

(2) QF,

(3) Epee (p primszam).

8.10. Feladat. Igazolja, hogy ha G csoport, H pedig részcsoportja G-nek,
akkor H pontosan akkor norméaloszté G-ben, ha a {(h,k) € GxG : hk™! € H}
halmaz részcsoportja G x G-nek.

8.11. Feladat. Mutassa meg, hogy a véges Abel-csoportok korében érvényes
a Lagrange-tétel megforditasa: Ha G véges Abel-csoport, n € N pedig osztja
|G|-t, akkor G-ben van n rendd részcsoport.

8.12. Feladat. Bizonyitsa be a véges Abel-csoportok alaptételének felhasz-
nélasa nélkiil, hogy ha valamely p primszamra a G véges Abel-csoportban az
egységelemtdl kiilonb6zs dsszes elem rendje p, akkor G el6all p rendi (ciklikus)
részcsoportjainak direkt szorzataként.

8.13. Feladat. Legyenek G, H és K véges Abel-csoportok. Mutassa meg,
hogy ha G x K =2 H x K, akkor G =2 H. lIgaz-e az allitas tetszdleges Abel-
csoportokra? Ha igen, bizonyitsa be, ha nem, adjon ellenpéldat.

8.14. Feladat. Allitsa el6 a Q* csoportot direkt felbonthatatlan részcsoport-
jainak direkt szorzataként.

8.15. Feladat. Legyen G olyan Abel-csoport, amelyben nincsen részcsopor-
toknak végtelen leszallo lanca [azaz nincsenek olyan H,, (n € N) részcsoportok,
amelyekre Hy 2 Hy 2 ... 2 Hy, 2 Hpyy 2 .. | Bizonyitsa be, hogy G izomorf
véges sok primhatvanyrendd ciklikus csoport és Ej~ (p prim) csoport direkt
szorzatéaval.
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9. GYAKORLAT

9.1. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges A halmaz esetén (P(A); A,N)
gylrd.

9.2. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges A Abel-csoport esetén A endomorfiz-
musainak (azaz 6nmagaba mené homomorfizmusainak) halmaza gytirit alkot
a kovetkezs 6sszeadésra és a szokasos leképezésszorzasra nézve:

alp+9) =ap+ap (acA).

Ezt a gytrtt A endomorfizmusgydrijének hivjuk.

9.3. Feladat. Dontse el, hogy a megadott R gytrtben az I halmaz részgyd-
rit, illetve idedlt alkot-e. Ha idedlt alkot, akkor vizsgalja meg, hogy az ideal
foidedl-e, valamint adja meg az R/I faktorgytrd elemeit és miiveleteit (miive-
lettablazattal vagy mas modon).

(1) R=12Z, I a paratlan egész szamok halmaza,
R =7, I a pozitiv egész szamok halmaza,
[ﬂ? I=17,
|, I={a+bi:a,be?2Z},
I={feZfx): f(1) =0},
I'=A{fe€Zx):f(0)=1},
I= [z] - 2] £(0)},

9.4. Feladat. Déntse el az alabbi leképezésekrsl, hogy gytrithomomorfizmu-
sok-e. Ha igen, hatdrozza meg a magjukat, és fogalmazza meg, mi adodik a
homomorfiatétel alkalmazésaval.
(1) Z— Z,k — 4k,

(2) Ze — ZQ,E — E,

(3) Qlz] = Q, f = f(0),
(4) Zlz] = Zn, [ = f(1),
(5) R?*2 5 R, M v |M]|.

9.5. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi gytirtk nem izomorfak egymaéssal:

(1) Z[v2] és Z[V3],
(2) ResC.

9.6. Feladat. Legyen R olyan kommutativ, egységelemes gytirid, melyben az
egységelem additiv rendje a p primszam. Igazolja, hogy ekkor barmely a,b € R
esetén

(a+b)P = aP + bP.

9.7. Feladat. Megadhaté-e a Z gytrtben olyan részhalmaz, amely zart az
Osszeadasra és a kivondsra, azonban a szorzasra nem?

9.8. Feladat. Egy (R;+,:) egységelemes gy(ri alaphalmazén definialjuk a
kovetkezs miiveleteket:

adb=a+b—1 é aob=a+b—ab (a,b€R).
Bizonyitsa be, hogy (R; @, 0) is gytrd, és izomorf az (R;+,-) gytrtvel.
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9.9. Feladat. Legyen R tetszéleges gytirti, A pedig egy részhalmaz R-ben.
Adja meg az A halmaz altal generalt idedl elemeit A elemeinek segitségével.

9.10. Feladat. Milyen ,ismert” gytriivel izomorf a Z, Z,, illetve Zo X Za
csoportok endomorfizmusgytirtdje (1. 10.2. Feladat)?

9.11. Feladat. (1) Hatarozza meg izomorfiatol eltekintve az Gsszes p-elemi
gytirdt (p primszam).
(2) Legyen R olyan végtelen gytrt, amelynek additiv csoportja ciklikus.
Igazolja, hogy ha R nem zérogytrd, akkor R a dZ (d € N) gytirik
koziil pontosan eggyel izomorf.

9.12. Feladat. Jelolje G a Zs X Zs X Zs csoportot, valamint jelélje G; (i =
1,2,3) az i-edik projekci6 magjat. Ekkor barmely i,;5 (1 < i,57 < 3) parra
létezik G-nek olyan automorfizmusa, amely G; elemeit G; elemeibe viszi (nem
bizonyitand6). Ezt a tényt felhasznéalva adjon példat G endomorfizmusgyt-
rdjében olyan L, illetve S részgytriire, amely nem ideal, azonban teljesil a
kévetkezs:

(a) tetszéleges € endomorfizmus és A € L esetén e\ € L,
(b) tetszéleges € endomorfizmus és o € S esetén oe € S.

9.13. Feladat. Legyen R az n xn-es fels6 triangularis valés matrixok halmaza,
T pedig az als6 trianguléarisoké.

(1) Igazolja, hogy R és T részgytirtje R"*"-nek, és ez a két részgytird
anti-izomorf egymassal, azaz 1étezik olyan ¢: R — T bijekcié, amelyre
barmely A, B € R esetén (A + B)p = Ap + By, valamint (AB)p =
By - Agp.

(2) Izomorf-e R és 17



