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Ennek az el6adasnak a megértéséhez a kovetkezd fogalmakat kell tudni: test, test additiv
és multiplikativ csoportja, valos szamok és tulajdonsagaik.

Az eladashoz ajanlott jegyzet:

e Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiadé, Szeged, 1999.
e Szendrei Agnes: Diszkrét matematika, Polygon Kiado, Szeged, 1994—2002.

1. Definicié. A valos szamokbol all6 szamparokat komplex szamoknak nevezziik. A komplex
szdmok halmazat C jeloli, azaz C =R x R.

2. Definicié. Az (a,b) és (c,d) komplex szamok Osszege és szorzata:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
3. Példa. Az (1,2) és (3,4) komplex szamok Osszege és szorzata:
(1,2) +(3,4) = (1+3,24+4) = (4,6), ¢és
(1,2)-(3,4) =(1-3-2-4,1-44+2-3) = (3—8,4+6) = (-5, 10).
4. Teétel. (C;+,-) test.

Bizonyitdsvdzlat. Minden konnyen leellendrizhets, ha az additiv egységnek a (0,0), mig a
multiplikativ egységnek az (1,0) komplex szamokat valasztjuk. Az egyetlen érdekes kérdés
a multiplikativ inverz létezése: tetszéleges, az additiv egységtdl kiilonbozs (a,b) € C inverze

(a,0)"" = <a2+b2’a2+b2)

mivel

2 2
(a,b) - <azib2’ a2 +bb2> - <a2(:—b2 B an—)bQ’ a2 j_lbe + a;flﬁ) = (1,0). u
5. Példa.
gy =02 607 =02 (g5) = (P 5 = ()
6. Kérdések. A kovetkezd allitasok koziil melyek igazak tetszéleges a, b, c,d € R esetén:
(1) (a,b)-(¢,d) =(a-e¢,b-d),
(2) (a,0)-(c,0) = (a-c,0),
(3) (0,b) - (0,d) =(0,b-d)?
7. Tétel. Minden a,b € R esetén
(a,0) + (b,0) = (a + b,0), —(a,0) = (—a,0),
(a,0) - (b,0) = (a-b,0), (a,0)"' = (a™1,0).

8. Definici6. Tetszbleges a € R esetén az (a,0) komplex szam helyett egyszertien a-t {runk,
és nem is kiillénboztetjiitk meg az a valés szdamtol. Ugy tekintjiik, hogy R C C. Tovabba a
(0,1) komplex szamot i-vel jeloljiik.

9. Tétel. Tetszdleges a,b € R esetén (a,b) = a+ bi, azaz minden komplex szam egyértelmd
mddon elddll a + bi alakban. Tovdbbd i> = —1.



10. Definicié. A z € C komplex szam a + bi alakban valo felirdsat z kanonikus alakjanak
nevezziik. Az a € R szamot z valos részének, mig a b € R szamot z képzetes részének hivjuk,
és a = Re z, illetve b = Im z-vel jeldljiik. Az ¢ komplex szdm neve képzetes egység.

11. Példa. A kovetkezs szamolasban csak azt hasznaltuk ki, hogy C test (azaz érvényesek
a szokésos szamoldsi szabélyok) és i2 = —1:

(a +bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i

Vessiik 0ssze a kapott eredményt a komplex szdmok szorzasanak definiciojavall A multipli-
kativ inverz kiszamolasanal azt a jol ismert azonossagot alkalmazzuk, hogy (a + b)(a — b) =
a? — b
N1 1 1 a—bi a—bi a—bi a -b
(a+bi)"" = - = - - = — = = + i
a+bi a+bi a—bi a®—(bi)? a?+b>  a?+b>  a®+b?

12. Definicié. Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogii koordinatarendszer,
és feleltessiik meg az a + bi komplex szamnak az (a,b) koordinataju pontot. Igy kapjuk
a komplex szamsikot, més néven a Gauss-féle szamsikot. Az elsG tengelyt (abszcissza)
valos tengelynek, a masodik tengelyt (ordinata) pedig képzetes tengelynek hivjuk. A valos
tengelyen taladlhatok a valés szamok, a képzetes tengelyen pedig a tiszta képzetes szamok.

13. Definicié. A z = a + bi komplex szam konjugaltjan a Z = a — bi komplex szamot, és
abszolut értékén a |z| = va? 4 b? valos szamot értjiik.
14. Megjegyzés. A komplex szamsikon a konjugéilas nem més, mint a valos tengelyre valo

tiikrozés, az abszolut érték az origotol (nullatol) meért tavolsag, a komplex szamok Gsszeadasa
pedig (hely)vektorok 6sszeadésa.

15. Tétel. Tetszdleges u,v € C szdmra

16. Tétel. Tetszdleges u,v € C szamra
1) lu/=0 < u=0,
2) |u-v| = ul - o],

) |u/v] = |ul/lv], ha v #0,

(
(
(3
(4) |u+v| < fuf +[v],
(5

) [l = ful.
17. Tétel. Legyenek z1, 2o, ..., zn komplex szdmok gy, hogy a komplex szamsikon az dlta-
luk meghatdrozott poligon konvex, és a z1,...,z, csucsok az dramutato jdrdsdval ellentétes

wrdnyban helyezkednek el. Ekkor a poligon teriilete a kovetkezd képlettel szdmolhato:
1
B Im(Z122 + Z223 + - + Zn—12n + Zn21)-

18. Definicié. Egy nemnulla z komplex szam argumentuma az a szog, amivel a valos tengely
pozitiv felét el kell forgatni az origd koriil, hogy atmenjen a z-nek megfelel§ ponton, amit
arg z-vel jeloljiik. A nulla szdmnak nincsen argumentuma.

19. Kérdések. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak?

(1) Minden nemnulla valés szam argumentuma nulla.

(2) Minden 7 argumentumu komplex szam valos.
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Az i komplex szdm argumentuma 37 /2.

Az 1 — i komplex szdm argumentuma —m /4.

Az 5 — §2 komplex szdm argumentuma —m/3.
Minden nemnulla z € C szadmra argz = argz.
Minden nemnulla z € C szdmra arg (—z) = arg z + 7.

) Minden nemnulla z € C szdmra arg (2z) = 2 arg z.
20. Tétel. Tetszéleges 0 # z € C, r € RT és ¢ € R szdmok esetén
z=r(cosp+ising) <= r=|z| és p=argz (mod 27).
21. Definicié. A nemnulla komplex szamok
z = r(cosp + isiny)
alakban valé felirasat trigonometrikus alaknak nevezziik. A nulla komplex szamnak nincsen

trigonometrikus alakja.

22. Megjegyzés. A nullatdl kiilonb6z6 komplex szdmok argumentuma csak ,modulo 277,
azaz 27 egész szamu t6bbszoroseitsl eltekintve meghatarozott. Ezért a komplex szamok tri-
gonometrikus alakja sem egyértelmt: példdul mind cos § +isin 5, mind a cos _73” +isin _T?”
az ¢ komplex szadm trigonometrikus alakja. Viszont ha egy konkrét komplex szam trigono-
metrikus alakjat kell meghatéroznunk, akkor az argumentumot mindig a [0, 27| intervallum-

ban adjuk meg.

23. Tétel. Tetszdleges nulldtol kilonbozé u = r(cosp + ising) és v = s(cos + isiny))
komplex szdmokra

(1) @ = r(cos(—p) +isin(—p)),

(2) u-v=rs(cos(p+ 1) +isin(¢+ 1)),

(3) u=! =r~Y(cos(—¢) + isin(—yp)),

(4) u/v=r/s-(cos(¢ — ) +isin(p —¢)),

24. Megjegyzés. A komplex szémok kanonikus alakjat felhasznalva lathato, hogy rogzitett
v € C komplex szdm esetén a z — z + v leképezés nem mas, mint a v-hez tartoz6 vektorral
val6 eltolas a komplex szdmsikon. A komplex szamok trigonometrikus alakjat felhasznalva
pedig lathato, hogy rogzitett v = cos + isin esetén a z — z - v leképezés nem mas, mint
az origd koriili ¢ szogd forgatas a komplex szamsikon.

25. Példa. Az ismert szinusz és koszinusz Osszegzési képleteket konnyen megkaphatjuk
komplex szamok segitségével. Tekintsiik a

U = cos @ + isin g, v = costY + isiny
komplex szamokat. A trigonometrikus alakokkal szamolva a szorzatuk
u-v = cos(p + ) +isin(p + ).
De ha a kanonikus alakot hasznaljuk a szorzat kiszamolasara, akkor
u-v=(cosp+ising)- (cosy + isiny)
=CoS-CcosY +cosy-isiny + ising - cosy + isinp - isin Y
= (cosp - costp — sinp - sin)) + i(cos ¢ - sin + sinp - cos V).
Mivel az u - v komplex szdm egyértelmien frhato fel kanonikus alakban, ezért
cos(p + 1) = cosp - cos) —sinp - sin, és
sin(¢ + 1) = cos p - sin 4 sin ¢ - cos Y.

Hasonloan szémithato ki a cos(p — 1) és sin(p — ) képlete is, de ekkor az u és v komplex
szamok hanyadosat kell venniink.



26. Tétel (Moivre-képlet). Bdrmely nem zérd z = r(cos ¢ +ising) komplex szdm és n € Z
esetén

n

2" = r"(cos(np) + isin(ny)).

27. Kérdések.

(1) Miért nem lehet az el6z6 tétel képletét haszndlni példaul a 9123456 értékének defi-
nialasahoz?

2) Igaz-e, hogy i~! = —4?

3) Igaz-e minden 0 # z € C és n € N esetén, hogy |2"| = |z|"7?

4) Igaz-e minden 0 # z € C és n € N esetén, hogy z" = (2)"?

) Milyen vonalon helyezkednek el a z € C\ R valédi komplex szam egész hatvanyai?

) Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre arg z = arg(z2)?

) Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre arg z = arg(z3)?

) Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre arg z = arg(z~1)?

) Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre |z| = |22|?

(
(
(
(5
(6
(7
(8
(9
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28. Példa. Tudjuk, hogy cos2a = cos® o — sin” « és sin 2a = 2 sin v cos . Megmutatjuk,
hogy cos 3« és sin 3a hogyan szdmithatoé ki egyszertien. Vegyiik a z = cos a+1sin o komplex
szamot és szdmoljuk ki a harmadik hatvanyat a trigonometrikus alakja

2% = cos 3a + isin 3a,

és a kanonikus alakjai segitségével (felhasznalva azt, hogy (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b?)

23 = (cosa + isina)?

= cos® o+ 3icos®a-sina — 3cosa - sin a — i sin® o

= (cos® o — 3cos a - sin? ) 4 (3 cos® o - sin a — sin® ).

Tehat azt kaptuk, hogy

3 2

o — 3cosa - sin

sin 3a = 3cos® o - sin o — sin® av.

cos 3o = cos «, és

29. Definicié. Tetsz6leges n pozitiv egész szam és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u
komplex szam n-edik gydke z-nek, ha u" = z.

30. Tétel. Minden nemnulla z = r(cos p + isinp) komplex szamnak pontosan n kilonbézd
n-edik gydke van, mégpedig

2 2
C/Zz{’/?j(coswr—l—isin(wr) (k=0,...,n—1).

31. Példa. Szamitsuk ki az 1 komplex szamnak a tizenkettedik gyokeit, és adjuk meg
6ket kanonikus alakban. Az 1 trigonometrikus alakja természetesen az 1 - (cos0 4+ isin0).
Felhasznalva a nevezetes szogek szinuszat és koszinuszat azt kapjuk, hogy az 1 tizenkét
gyoke:

0 0
ug =1- <cos+isin> =1,

12 12
2T .. 27 \/g
u1—1-<cosl2+zsm12> 74—
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=1- <cos—|—zsm> =
=1 <cos—|—zsm> =
1 \/g
_= 1 _— = —_ _—
<cos + 2sin 2) 3 + 2
107 V3 1
<cos +4sin 9 ) 5 + 2@,
127 127
<cos + isin 12) ,
147 V3 1
:1 — —_— :_7_7.
(cos + isin 1 ) 5 21,
167 1 V3
<cos + i si 1 ) 2 5 )
187 187 )
9g=1" cos——i—zsm— = —1,
12
207 1 V3
-1 - b ST A
U10 <cos + 4 sin 2 ) +2 2 )

, 2 2w\ _ ,
iy = 1| cos gom Aesin Tt | = ot

32. Definici6. Az ¢ komplex szamot n-edik egységgyoknek nevezziik (n € NT), ha e = 1.
Az ¢ komplex szém egységevok, ha n-edik egységgydk valamely n € NT-re.

33. Tétel. Az n-edik egységgydkik a kovetkezdk:

2k 2k
sk:cos—ﬂ—i—isin—7r (k=0,...,n—1).
n n
Ezzel a jeloléssel eg = 1 és e, = 8’f minden k=0,...,n — 1 esetén.

34. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n-szoget alkotnak a komplex szam-
sikon, amelynek a kortilirt kore az origo kozéppontu egységkor, és egyik csucsa 1. (Ez a két
informécié egyértelmiien meg is hatarozza az n-szoget.)

35. Példa. Az els6 egységgyoksk halmaza a
{zeC:2'=1}={1}.
A masodik egységgyokidk halmaza a
{zeC:22=1}={1,-1}.
A harmadik egységgytkok halmaza a

1 1
{zG(C:zgzl}:{1,—24-?1',—2—\232}.

A negyedik egységgyokiok halmaza a
{zeC:2t=1}={1,i,—1,—i}.
A hatodik egységgyokok halmaza a

{zEC:z6:1}:{1,;+\/§'

A
2

+

1 V3, . V3.1 V3,
-+ -0, -1, ———— % - ——1 .
2 27 ) 2 792 2
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36. Tétel. Egy nemnulla komplex szam dsszes n-edik gyokét megkaphatjuk, ha egy régzitett
n-edik gyokét megszorozzuk sorra az n-edik eqységqyiokokkel. Tehdt ha u™ = z # 0, akkor a
z komplex szdm n-edik gyokei: u-cx ahol k=0,...,n— 1.
37. Példa. Szamoljuk ki a v/8i értékeit. A 8i trigonometrikus alakja
T T
8 =8- — +isin —),
i ((3052—|—zsm2)
tehat mindharom kobgyokének az abszolut értéke /8 = 2, és a gyokok

s ™ 3 1
2- (cos§+isin2) =2 (cos%—kisinZ) =2 <\2f—|—2i> :\/§+z’,

3 6
42 T+2 5 5 3 1
2-(0052 3 7r+isin2 3 W) :2-<cosg+isin6ﬂ> =2 (—\g+2i> :—\/§+i,
T +4rm T +4rm 9 9
2-<cos2 3 + isin 2 3 >:2-<cosg+isin6ﬂ>:—2i.

Konnyen leellenérizhets, hogy —2i gydk, mivel (—2i)3 = —8i3 = 8i. Tehat ha alkalmazzuk
az el6z§ tételt, és tudjuk a harmadik egységgyokoket, akkor megkapjuk a harom gyokot:

2i1= -2,

—2i - —1+§i = V341,
2" 2

9 (—;—?z):—\/ﬁﬂ'.

38. Definicié. Azt mondjuk, hogy a e komplex szam primitiv n-edik egységgydk, ha n-edik
egységgyok, de nem m-edik egységgytk semmilyen 0 < m < n egészre.

- e e, » , . e, , . , .. 1 \/g
39. Példa. Az 1 primitiv els6 egységgyok. A —1 primitiv masodik egységgyok. A —35 + 5%1
és —% — @z primitiv harmadik egységgyokok. Az i és —i primitiv negyedik egységgyokok.
Az % + @z és % — @z primitiv hatodik egységgyokok.

40. Tétel. Az ¢, = (308%77r + isianT” eqyséqgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik
eqyséqgqyok, ha k relativ prim n-hez.
41. Tetel. A primitiv n-edik egységgyokok szama p(n), ahol ¢ az Euler-féle figgvény.

42. Kérdések.

(
(2) Hany primitiv tizedik egységgyok van?

(3) Igaz-e, hogy minden egységgyok primitiv n-edik egységgyok valamely n egészre?
(4) Igaz-e, hogy minden olyan z komplex szam, amelyre |z| = 1, egységgyok?

(5) Létezik-e olyan komplex szam, amely 17-edik és 73-madik egységgyok is?

(6

43. Tétel (Az algebra alaptétele). Ha p = apa™ + an_ 12" 1 + -+ + a1z + ag komplex
egyiitthatés (an,...,a0 € C) nemkonstans (n > 1, a,, # 0) polinom, akkor multiplicitdssal
szdmolva pontosan n darab komplex gyoke van.

44. Tétel. Tetszdleges z = a + bi komplexr szdamra

2 23 24

ez:1—|—z—|—%+§—|—ﬂ—|—---:ea-(cosb—i—isinb).

45. Példa (Euler-formula). ™ +1 = 0.



