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Ennek az el®adásnak a megértéséhez a következ® fogalmakat kell tudni: direkt szorzat,
normálosztó, homomor�zmus és izomor�a tételek, nevezetes csoportok.

Az el®adáshoz ajánlott irodalom:

• Kiss Emil: Bevezetés az absztrakt algebrába, Typotex Kiadó, 2007.
• Bálintné Szendrei Mária, Czédli Gábor, Szendrei Ágnes: Absztrakt algebrai feladatok,
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1. De�níció. Ha adottak a H és K csoportok és egy ϕ : H → AutK homomor�zmus,
akkor azt mondjuk hogy H hat a K csoporton. Jelölés: tetsz®leges h ∈ H, k ∈ K elemekre

kh = k(hϕ).

2. Állítás. A ϕ : H → KK leképezés akkor és csak akkor hatás, ha tetsz®leges k1, k2, k ∈ K
és h1, h2, h ∈ H elemek esetén

(1) k1 = k,
(2) (k1k2)h = kh

1k
h
2 , és

(3) (kh1)h2 = kh1h2 .

3. Példa.

(1) Tetsz®leges H,K csoportra ϕ : H → AutK, kh = k hatás (triviális).
(2) Ha H ≤ G, K / G, akkor ϕ : H → AutK, kh = h−1kh hatás.

4. De�níció. Legyen H,K csoport és H hasson K-n. A H × K halmazon de�niáljuk a
szorzást:

(h1, k1) · (h2, k2) = (h1h2, k
h2
1 k2).

Állítás: az így kapott gruppoid csoport, melynek neve a K-nak H-val vett (küls®) szemidi-
rekt szorzata (a ϕ : H → AutK hatás mellett), és jele H nϕ K.

5. Állítás. Tetsz®leges G = H nϕ K (küls®) szemidirekt szorzatra legyen H = { (h, 1) : h ∈
H } és K = { (1, k) : k ∈ K }. Ekkor H ≤ G, K / G, G = HK és H ∩K = {(1, 1)}.

6. De�níció. A G csoport a H ≤ G részcsoport és K / G normálosztójával vett (bels®)
szemidirekt szorzata, ha G = HK és H ∩K = {1}. Jelölés: G = H nK.

7. Állítás. Tetsz®leges G = H n K (bels®) szemidirekt szorzatra legyen ϕ : H → AutK,
kh = h−1kh a konjugálás hatás. Ekkor G ∼= HnϕK, továbbá ezen izomor�zmus aH,K ≤ G
részcsoportokat a H,K ≤ H nϕ K részcsoportokba viszi.

8. Tétel. Legyen G csoport, H ≤ G és K / G. Ekkor a következ®k ekvivalensek:

(1) G a K-nak H-val vett bels® szemidirekt szorzata.
(2) G minden eleme el®áll, mégpedig egyértelm¶en egy H-beli és egy K-beli elem szor-

zataként.
(3) G minden eleme el®áll, mégpedig egyértelm¶en egy K-beli és egy H-beli elem szor-

zataként.
(4) G = HK és H ∩K = {1},
(5) G = KH és H ∩K = {1}.

9. Példa.

(1) Minden direkt szorzat szemidirekt szorzat is a triviális hatással.
(2) S4 a V = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} normálosztónak S3 ≤ S4 részcsoport-

tal vett bels® szemidirekt szorzata.



(3) Az Sn szimmetrikus csoport az An normálosztónak a H = {id, (1 2)} részcsoporttal
vett bels® szemidirekt szorzata.

(4) A Dn = [a, t | an, t2, (at)2] diédercsoport az K = [a] normálosztónak a H = {1, t}
részcsoporttal vett bels® szemidirekt szorzata.

(5) Az Ln = { fa,b : a ∈ Rn, b ∈ Zn } lineáris permutációk csoportja (fa,b : x 7→ ax+ b)
az K = { f1,b : b ∈ Zn } normálosztó H = { fa,0 : a ∈ Rn } részcsoporttal vett bels®
szemidirekt szorzata.

10. Állítás. Legyen Cm = [a | am], Cn = [b | bn] ciklikus csoportok. Ekkor
(1) AutCn

∼= Rn,
(2) A ϕ : Cm → AutCn hatást egyértelm¶en meghatározza az aϕ = r ∈ Rn elem,
(3) ϕ akkor és csak akkor hatás, ha o(r) | m.

11. Tétel. Ha p, q különböz® prímek és p 6 | q−1, akkor Cp egyetlen Cq-val vett szemidirekt
szorzata a direkt szorzat. Ha p | q−1, akkor ezen kívül izomor�a erejéig egyetlen szemidirekt

szorzat van még, mégpedig a ϕ : Cp → AutCq, a 7→ α
q−1

p hatás által de�niált, ahol Cp = [a]
és AutCq = [α].

2


