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Ennek az el6adasnak a megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: direkt szorzat,
norméaloszto, homomorfizmus és izomorfia tételek, nevezetes csoportok.

Az el6adashoz ajanlott irodalom:
o Kiss Emil: Bevezetés az abszirakt algebrdba, Typotex Kiadd, 2007.
e Balintné Szendrei Maria, Czédli Gabor, Szendrei Agnes: Absztrakt algebrai feladatok,
Polygon kiado, 2005.

1. Definicié. Ha adottak a H és K csoportok és egy ¢ : H — Aut K homomorfizmus,
akkor azt mondjuk hogy H hat a K csoporton. Jeldlés: tetszéleges h € H, k € K elemekre

k" = k(hyp).

2. Allitas. A ¢ : H — KX leképezés akkor és csak akkor hatas, ha tetszoleges ki, ko, k € K
és hi,ha, h € H elemek esetén

(1) k' =k,

(2) (k‘lkz)h = k?k%, és

(3) (KM )tz = i,

3. Példa.
(1) Tetszéleges H, K csoportra ¢ : H — Aut K, k" = k hatas (trivialis).
(2) Ha H < G, K «G, akkor ¢ : H — Aut K, k" = h™'kh hatas.

4. Definicié. Legyen H, K csoport és H hasson K-n. A H x K halmazon definidljuk a
szorzast:

(hi,k1) - (hay ko) = (hiha, k% k2).
Allitas: az igy kapott gruppoid csoport, melynek neve a K-nak H-val vett (kiils6) szemidi-
rekt szorzata (a ¢ : H — Aut K hatés mellett), és jele H x, K.

5. Allitas. Tetszoleges G = H x, K (kiils§) szemidirekt szorzatra legyen H = { (h,1): h €
H}yées K={(1,k):ke K}. Ekkor H< G, K<G,G=HK és HNK = {(1,1)}.

6. Definicio. A G csoport a H < G részcsoport és K < G normélosztojaval vett (belsd)
szemidirekt szorzata, ha G = HK és HN K = {1}. Jelolés: G = H x K.

7. Allitas. Tetsz6leges G = H x K (belss) szemidirekt szorzatra legyen ¢ : H — Aut K,
k" = h='kh a konjugalas hatas. Ekkor G = Hx K, tovibba ezen izomorfizmus a H, K < G

részcsoportokat a H, K < H X, K részcsoportokba viszi.

8. Tétel. Legyen G csoport, H < G és K < G. Ekkor a kovetkezk ekvivalensek:

(1) G a K-nak H-val vett bels6 szemidirekt szorzata.

(2) G minden eleme elall, mégpedig egyértelmiien egy H-beli és egy K-beli elem szor-
zataként.

(3) G minden eleme elall, mégpedig egyértelmien egy K-beli és egy H-beli elem szor-
zataként.

(4) G=HK ¢s HNK = {1},

(5) G=KHés HNK = {1}.

9. Példa.

(1) Minden direkt szorzat szemidirekt szorzat is a trivialis hatdssal.
(2) SaaV ={id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} normalosztéonak S5 < Sy részcsoport-
tal vett belsé szemidirekt szorzata.



(3) Az S, szimmetrikus csoport az A, normalosztonak a H = {id, (1 2)} részcsoporttal
vett belss szemidirekt szorzata.

(4) A D, = [a,t | a",t?, (at)?] diédercsoport az K = [a] norméloszténak a H = {1,t}
részcsoporttal vett belsé szemidirekt szorzata.

(56) Az L, ={ fap : a € Ry,b € Zy, } linearis permutaciok csoportja (fqp : « — ax + b)
az K ={ fip:b € Z, } normaloszté H = { fo0 : a € R, } részcsoporttal vett belsé
szemidirekt szorzata.

10. Allitas. Legyen C,, = [a | a™], C,, = [b | b"] ciklikus csoportok. Ekkor
(1) AutC,, = R,
(2) A p:C, — Aut C), hatést egyértelmtien meghatérozza az ap = r € R,, elem,
(3) ¢ akkor és csak akkor hatas, ha o(r) | m.

11. Tétel. Ha p, g kiilonboz6 primek és p f g —1, akkor C), egyetlen Cy-val vett szemidirekt
szorzata a direkt szorzat. Ha p | ¢—1, akkor ezen kiviil izomorfia erejéig egyetlen szemidirekt

—1
szorzat van még, mégpedig a ¢ : C), — Aut Cy, a — a'7 hatas altal definiélt, ahol C), = [a]
és Aut Gy = [of.



