Permutaciécsoportok
(eladasvazlat, 2008. szeptember 14.)

Maro6ti Miklos

Ennek az el6adasnak a megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: S 4, permutacio-
csoport, Cayley-tétel, Sp-ben paronként idegen ciklusokra vald felbontas, transzpozicié és
paritas. Mér ismert permutaciocsoportok: A,,, V., GL(V), SL(V), Aut G, Inn G.

Az el6adashoz ajanlott irodalom:

o Kiss Emil: Bevezetés az absztrakt algebrdba, Typotex Kiadd, 2007.
e Balintné Szendrei Maria, Czédli Gabor, Szendrei Agnes: Absztrakt algebrai feladatok,
Polygon kiadé, 2005.

1. Definicié. Az n € N egészre és a € Ry, b € Z,, elemekre definialjuk a
Tap : Lg — L, T+ xA+Db

leképezéest. Ekkor {7,y : a € Ry,,b € Zy, } részcsoport Sz, -ben, melynek neve n-edfoku
linearis csoport.

2. Definicié. A G < S permutaciocsoportra definidljuk a ~¢g relaciot A-n:
a~gb << dreG,ar=0.

Ekkor ~¢g ekvivalencia relacio A-n, melynek osztalyai a G permutaciocsoport palyai. Egy
palya trivialis, ha egyelemid. A nemtrividlis palydk egyesitése a G tartomanya. A G per-
mutéaciocsoport tranzitiv, ha ~g a teljes relacio. Ha G = [r] ciklikus, akkor a ~¢ relaciot
~r-vel jeloljlik, és osztdlyait a m permutécié palyainak nevezziik.

3. Definicié. A G < S permutacidcsoportra és B C A részhalmazra definialjuk a
Gp={mneG:Ybe B,bn=b}

halmazt, melyet a B halmaz stabilizatoranak hivunk. Ha B = {a}, akkor az a elem stabili-
zatorarol beszéliink, melyet Go-val jeloliink.

4. Allitas. Tetszoleges G < S, permutéciocsoportra, B C A részhalmazra és a € A elemre

4) [G:Gyl=|Har:me G} =la/~¢q|

5. Allitas. Ha G < S, tranzitiv, akkor

(1) a Go(a € A) részcsoportok egymas konjugéltjai,

(2) [G: Gq] =A|.
6. Tétel. Ha G < S4 kommutativ és tranzitiv, akkor |G| = |A|. (Példaul [(1 23 4)] és V
az Ss-ben.)

7. Tétel. Legyen G < Sy és k a G palyainak szama. Ekkor
D IMa| = |G- (|A] - k),
TeG

ahol M, a m permutéicié mozgatott elemeinek halmaza. Kovetkezésképpen, G akkor és csak
akkor tranzitiv, ha ) - |Mz| = |G| - (|A] = 1).



8. Definicié. A G csoport H < G részcsoportjanak jobboldali mellékosztalyainak halmaza
legyen

GJ/H ={Ha:a€cG}.

Minden g € G elemre definialjuk a
Byg:GJH — GJJH, Haw— Hag

leképezést, amelyrél megmutathato, hogy permutacio. A

QO:G_’SG//H, g’_)ﬁg
leképezést a G csoport H mellékosztalyainak halmazan vald abrézolasanak hivjuk.
9. Tétel (Cayley-féle reprezentacidtétel altalanositasa). Legyen ¢ a G csoport H < G
mellékosztalyainak halmazan valé abrazolasa. Ekkor

(1) ¢ csoporthomomorfizmus,
(2) Kerp =Nyeqa 'Ha,
(3) Gy tranzitiv.

10. Tétel. Ha a G egyszerii csoportnak van n > 2 indexii részcsoportja, akkor |G| | n!.



