VEKTORTEREK 1.

VEKTORTER, ALTER, GENERATORRENDSZER

2004. oktéber 15.

IrRODALOM

A fogalmakat, definicidkat illetGen két forrasra tdmaszkodhatnak: ezek egyrészt elhangza-
nak az eléaddson, masrészt megtalaljak a jegyzetben:

Szab6 Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdaba, Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

6. fejezet (Vektortér, altér, generdlds);

tovabbi ajanlott irodalom:
Nincs.

TOVABBI AJANLOTT FELADATOK

A VEKTORTER DEFINICIOJA, PELDAK.

1. Feladat. Igazolja, hogy a jegyzetben folsorolt (6. fejezet, 6.2.) példékban szerepld
struktirak valéban vektorterek.

2. Feladat. Vektorteret alkotnak-e (a valds szdmok teste felett a szokdsos miiveletekkel)
a kovetkezd halmazok?

(a) R™, azaz az Osszes valds szam n-esek;

(b) az Osszes [0, 1]-en értelmezett valés fiiggvények, (amelyek tehat a [0, 1] zart inter-
vallumot R-be képezik le);

(c) az Osszes {0, 1}-en értelmezett valds fiiggvények, (amelyek tehat a {0, 1} halmazt
R-be képezik le);

(d) az dsszes Z-n értelmezett valds fiiggvények, (amelyek tehat az egész szdmok hal-
mazat R-be képezik le), jelolés: RZ = {f: Z — R};

(e) az Osszes R-en értelmezett egész fiiggvények, (amelyek tehdat a valés szamok hal-
mazit Z-be képezik le), jelolés: ZE = {f:R — Z};

(f) {(a,b,c): a,b,c € Z}, azaz az egész szamharmasok halmaza;

(g) {(a, ) a,b € RT}, azaz a pozitiv valés szdmparok halmaza;

(h) a Valos egylitthatés polinomok R[z] halmaza;

(i) adott n € N-nél nem nagyobb fokszamu valés egyiitthatés polinomok, halmazuk
szokdsos jelolése R, 1[x].

Typeset by ApS-TEX
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Megoldas. Példaként megmutatjuk, hogy az R-et Z-be képezd fiiggvények (leképezések)
halmaza nem alkot vektorteret a valés szamtest felett.
Két ilyen leképezés Osszege is R-bol Z-be meno leképezés, mivel az Osszeadds defini-
cidja szerint (f + g)(x) = f(z) + g(x), és ha f(z) és g(x) minden z-re egész szdm,
akkor az Osszegiik is az.
Ha f:R — Z és a € R, akkor af nem feltétléniil Z-be képez, mivel a definicié szerint
(af)(z) = af(z), ami biztosan nem egész, pl. ha a irracionélis.
Igy az R-bdl Z-be mend leképezések nem alkotnak vektorteret a valds szamtest felett.
Mésrészt megmutatjuk, hogy a legfeljebb harmadfoku valds egyiitthatés polinomok (hal-
mazukat jelolje: Ry[z]) vektorteret alkotnak a valds szamtest felett a szokdsos miiveletekre:

(azx® 4 agx® 4+ ar1x + ag) + (bsz® + box?® + bix 4 by) =
= (a3 + b3)z® + (a2 + b2)2” + (a1 + b))z + (ao + bo)

o (azx® + azx® + a1 + ag) = (az)z® + (aas)r? 4+ (cay)z + (cag) .
A miiveletek definiciéja alapjan latjuk, hogy

ha f, g € Ry[x], akkor f+g¢ egy egyértelmiien meghatarozott, legfeljebb harmadfoku
valés egytitthatds polinom, azaz f + g € Ry|x];
ha f € Ry[x] és a € R, akkor af is egy egyértelmiien meghatarozott, legfeljebb
harmadfoku valés egytitthatés polinom, azaz af € Ry[x].
Tehat mind az Osszeadéds, mind a skalarral vald szorzas jol értelmezett ezen a halmazon.
Ellendrizziik sorra, teljesiilnek-e erre a két miiveletre a vektortér-axiomak:

(1) Az egytitthatdk valds szdmok, a valds szamok Osszeaddsa kommutativ, igy az Ry [x]-
beli 6sszeadas is kommutativ.

(2) Hasonléan adédik az Ry[x]-beli 6sszeadds asszociativitasa is.

(3) A zéruspolinom (0 = 02 + 022 + 0x + 0) valds egyiitthatds, legfeljebb harmadfoki,
és barmely f € Ry[z] polinomra 0+ f = f, igy tehat R4[z|-ben van egységelem az
osszeaddsra vonatkozéan.

(4) Ha f = az® + bz? + cx + d € Ry[z], akkor a g = (—a)z® + (=b)z? + (—c)x + (—d)
polinom szintén valds egyiitthatés és legfeljebb harmadfoku, azaz g € Ry[x], és
nyilvan f+ ¢ = 0; igy minden f € Ry[z]-nek van additiv inverze. (Ezt a polinomot
altaldban — f-el szokés jelolni és az f ellentettjének is nevezziik.)

(5) Ha f = ax®+bx? +cx +d € Ry[x], g = ex® + ha® + iz + j € Ry[x], és o € R, akkor

a(f+g)=a((a+e)x’ + (b+h)a® + (c+ i)z + (d+ j)) =
=ala+e)z® +alb+ h)z? + alc+i)r +ald+7) =
= (aa + ae)z® + (ab+ ah)z? + (ac + ai)z + (ad + o) =
= (aaz® + abr® + acx + ad) + (aex® + aha® + air + aj) =
=af + ag.

(6) Ha f = ax® + ba? + cx + d € Ry[x], és o, 8 € R, akkor

(a+B)f = (a+ B)az® + (a+ B)ba® + (a + B)ex + (a+ B)d =
= (aa + Ba)z® + (ab + pb)z* + (ac + Be)z + (ad + Bd) =
= (aaz® + abr® 4+ acx + ad) + (Baz® + Bbr? + Bex + Bd) =
— af + 5
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(7) Ha f = ax® + bz? + cx + d € Ry[z], és o, B € R, akkor

(aB)f = (aB)az® + (aB)ba® + (aB)ex + (af)d =
a(fa)z® + a(Bb)a® + a(fe)z + a(fd) =
o((Baz® + Bba? + Bex + Bd)) =

a(Bf).

(8) Ha f = ax® + bx? + cx + d € Ry[z], akkor
If=0-a)r*+1-b)z*+(1-c)xr+1-d=azx® +br’* +cx+d=f.
Vagyis minden axiéma teljesiil, Ry[z] tehat vektortér R f6lott.

3. Feladat. Vizsgdlja meg, hogy a valds szampéarok halmaza vektorteret alkot-e a valds
szamok teste felett, ha a miiveleteket a kovetkezéképpen definialjuk:

(a) (a,b)+ (¢,d) :==(a+c,b+d) és «afa,b):= (aa,b);

(b) (a,b) + (¢,d) :== (3b+3d,—a—c¢) és «afa,b) := (3ab, —aa);
(c) (a,b) + (c,d) == (a+c,b+d) ¢és  aa,b) = (a?a,a?D);

(d) (a,b)+ (¢,d):=(a+c,b+d) é  ala,b) = (wa,0).

4. Feladat. A pozitiv valds szamok R™ halmazaban a @ , 0sszeadds” legyen a kovetke-
z0: a @ b= ab, a A valés szammal valé © ,,szorzast” pedig a kovetkezdképpen definidljuk:
A ®a = a” . Bizonyitsa be, hogy az RT halmaz az igy definidlt mfiveletekkel vektortér a
valés szamok teste felett.

5. Feladat. Legyen V vektortér a T test felett. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil
(u,veV, \ueT):

(a) Ha v # 0 és Av = pwv, akkor A = p.

(b) Ha XA # 0 és Av = Au, akkor v = u.

(c) Hov #0,u # 0, A # 0, u # 0 és Au = pv, akkor u = v és A = p.

* * * * * * * * * *

ALTEREK.

6. Feladat. Legyen V vektortér a T test felett. Igazolja, hogy a V egy nemiires U
részhalmaza pontosan akkor altere V-nek, ha barmely u,v € U és barmely A\, u € T esetén
Au+ pv eU.

7. Feladat. A V valdés vektortér U részhalmazara nézve az alabbi feltételek melyike
ekvivalens azzal, hogy U altér V-ben:

(a) Ve,yeU)Va€eR): ax+ycU,
(b) (Vz,yeU)Va €R): azx+ayeU;
(¢c) Ve,yeU)(VaeR): axr—ayelU.
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8. Feladat. Allapitsa meg, hogy a valds szadmharmasok kovetkezd részhalmazai koziil
melyek alkotnak alteret az R vektortérben:

(a) U ={(x1,z2,23): ©1 =0}

(b) U = {(x1,x2,23): x5 =0};

(c) U={(x1,22,23): 1 =22 =0}

(d) U ={(z1,22,23): 1 =0 vagy z2 =0}
(e) U={(z1,22,23): x1+x2 =0}

(f) U= {(5131,5(32,563)2 T, + o = 1},

(g) U=A{(z1,22,23): 21+ 22 > 0}.

Megoldas. Alkalmazzuk az aldbbi tételt (1d. a jegyzetben, 6.7. Tétel 2. allitasa)

Ha V' wvektortér a T szamtest felett, akkor V wvalamely U nem tires részhalmaza akkor, és
csak akkor altér, ha zdrt az osszeaddsra és a skaldrral valo szorzdsra, azaz barmely u,v € U
és A €T eseténu—+v, \ueU.

Példaként megvizsgéljuk az (f)-beli U részhalmazt:

1. Megoldés: Legyen u = (1,0,0) € U és v = (0,1,0) € U, ekkor u +v = (1,1,0), ahol
1+ 9 = 2, tehdt u+v ¢ U, azaz U nem zart az Osszeaddsra, ezért a tétel alapjan U nem
altér R3-ban.

2. Megoldés: Tudjuk, hogy minden altér tartalmazza a vektortér zérusvektorat (1d. 6.7.1.).
Mivel 0 = (0,0,0) az R3 nullvektora és 0 = (0,0,0) ¢ U, ezért U nem lehet altér R3-ban.

9. Feladat. Hatérozza meg, hogy R* kovetkezd részhalmazai koziil melyek alterek:

T1,T9,T3,T4): T1 = Ta, Tg = T4};

= {(
( ) U {(x17$27x37x4) 21‘1 - 3:172 - 1}7
(C) U {($1,$2,$3,x4) 1 +$2 = I3 +$4}7
(d) U= {(331,.132,.1‘3, 4) x%—i—x% = 1}3
(e) U= {(x1,22,23,14): 23+ 23 = 0};
(f) U={(a+2b,a,2a —b,b): a,b € R};
) U={(x1,x9,%3,24): x1 + 22+ 23+ x4 =0};

(g
(h) U = {(x1,22,23,24): T174 = T223};

Megoldds. Példaként megvizsgdljuk a (c)-beli U részhalmazt:

Legyen u = (z1,x2,23,24) € U, v = (y1,Y2,¥s3,y4) € U, azaz olyan szdmnégyesek melyre
r1 + o = x3 + x4, valamint y; + yo = y3 + y4 teljesiil.

Ekkor u 4+ v = (21 + y1, 22 + Y2, T3 + Y3, T4 + Ya), €S

(z1+y1) + (22 +y2) = (21 +22) + (Y1 +y2) = (23 +24) + (y3 +ya) = (23 +y3) + (¥4 +ya)
ami azt jelenti, hogy v+ v € U teljesiil. U tehét zart az osszeadésra.

Legyen u = (x1,x2,x3,24) € U, tehdt 1 + xo = x5 + x4. Ekkor tetszéleges A € R-re
A = (Ax1, A\To, Az, Axy), és mivel

Ax1 + Az = AN(x1 + 22) = Mx3 + 24) = Az + Axy,

ezért \u € U, vagyis U a skaldrral val6 szorzasra is zart.
Az el6z6 feladat megolddsaban mar idézett tétel alapjan U altér R*-ben.
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10. Feladat. Legyen V vektortér a T test folott és U a V' egy nemtrivialis altere. Melyek
igazak az alabbi allitdsok kozil (u,v € V, A\, u € T):

(1) ha u+v € U, akkor u,v € U;

(
(
(
(

2
3
4

)
)
)
)

ha A # 0 és \v € U, akkor v € U,
hawe U, v¢U, akkor u+v ¢ U;
hauw ¢ U, v ¢ U, akkor u+v ¢ U,

5) hau ¢ U, v¢ U, akkor u+v € U.

11. Feladat. A valods szamtest f0l6tti n x n-es matrixok vektorterében mely részhalmazok
alkotnak alteret:

(1) az n x n-es als6 trianguldris matrixok halmaza;

o~~~

2

3
4
)
6
7

)
)
)
)
)
)

az n X n-es szimmetrikus matrixok halmaza;

az n x n-es nemelfajulé matrixok halmaza;

az n x n-es elfajulé matrixok halmaza;

{A e RY": A2 = 0};

{A € R"*": AB = 0}, ahol B € R™"*" egy rogzitett matrix;
{A e R"™"™: AB = BA}, ahol B € R™*"™ egy rogzitett matrix;

12. Feladat. Alteret alkot-e R™-ben azon (z1,...,x,) vektorok részhalmaza, melyekre:
a) x; = 0 valamely 1 < i < n-re;
r1 + 220 = 0;
T1 = Tn;

1 +x+...+x,=a, (a€R);
x; € Z, minden i € {1,2,...n}-re;
r1+ 220+ 3x3+...+nx, =0;

T1 =T = ...=Tnp;

az 0sszes olyan valds szam n-esek, amelyeknek minden , paratlanadik” komponense
zérus (azaz r1 = x3 = ... =0);

x1 = x3 = ..., azaz az Osszes olyan valds szam n-esek, amelyeknek minden

,paratlanadik” komponense egyenlo;

13. Feladat. Adjunk példat olyan vektortérre és abban olyan részhalmazra, amely

(a) az Osszeadasra zart, de a skalarral valé szorzéasra nem;
(b) az Osszeaddsra nem zart, de a skaldrral vald szorzésra igen;
(c) sem az dsszeaddsra, sem a skaldrral valé szorzdsra nem zart.

14. Feladat. Geometriai vektorok terében:

(1) az osszes térbeli vektorok terében azon vektorok halmaza, melyek végpontjai egy

(2)

(
(

(3)

3
4
)

)
)

egyenesen vannak;

az Osszes sikbeli vektorok terében azon vektorok halmaza, amelyek az els6 sikne-
gyedben vannak;

az Osszes térbeli vektorok, amelyek végpontja egy adott sikban van;

az Osszes sikbeli vektorok, amelyek végpontja az elso siknegyedben van;

az Osszes sikbeli vektorok, amelyek végpontja az els6 vagy a harmadik siknegyedben
van;

(6) az Osszes térbeli vektorok, amelyek végpontja az elsé térnyolcadban van;
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15. Feladat. Mutassa meg, hogy az R? vektortérben minden nemtrivilis altér

{(x,y) caxr + By = 0}

alaku valamely o, 8 € R skalarokra.

16. Feladat. Alteret alkotnak-e R[z]-ben azon p(z) polinomok, melyekre:

(a) p(x) foka 3 ;

(b) p(x) konstans tagja nulla ;

(¢) p(x) foka kisebb, mint 3 és a zéruspolinom;
) p(z)

(d) p(z) foka péros és a zéruspolinom.
17. Feladat. Déntse el, hogy a valés szamsorozatok RN vektorterében az aldbbi rész-
halmazok alteret alkotnak-e (egy &ltaldanos sorozatot a = (a1, as,...,an,...) formdban
jeloliink):

(1) {a € RY: a; = 2a3 + as};

(2) {a € RY: a; = 2azas};

3) {a €R": a,41 = a, +a,_1, minden n =2,3,...}, azaz a harmadik tagtél kezdve
a sorozat minden tagja a megel6z6 két tag Osszege;

(4) a (végtelen) szamtani sorozatok;

(5) a (végtelen) mértani sorozatok, megengedve a csupa 0 sorozatot is;

(6) a monoton sorozatok;

(7) a korlatos sorozatok;

(8) a konvergens sorozatok;

(9) a 0-ba konvergalé sorozatok;

10) {a € RN: a; = 0 végtelen sok i-re};

11) {a € RYN: a; = 0 legfeljebb véges sok i kivételével};

12) {a € RY: a; = 0 legfeljebb 100 darab i kivételével};

13) {a € RY: a; = 0 legfeljebb az elsé 100 darab i kivételével};

. Feladat. Alteret alkotnak-e az adott fiiggvényhalmazok az R¥ vektortérben:

) {f eR%: f(1) € Q}
{feR®: f(1)=f(2)}
{f eRE: f(1) = f(2) = 0};
{f e R f( 0és f(2) <0}
{f eR®: f(1) >0 vagy f(2) <0}
{f eRE: 3f(0)=2f(1)}
{f eRR: f(2) = f(1)+ 1}

2)

3) =
4) >
5) >
6)

7)

8) a konstans, azaz az f(x) = a (a € R) alaku fiiggvények halmaza;
9)

0)

1)

2)

3)

4)

)
1)
1)
1)
(0
) =

a feliilrél korlatos fliggvények;

a paros fiiggvények;

a folytonos fliggvények;

a legfeljebb 6t pontban szakadé fliggvények;

a legfeljebb véges sok pontban szakadé fliggvények;

az Osszes olyan fliggvény halmaza, melynek van valds zérushelye;

(
(
(
(
(
(
(
(
(
1
1
1
1
1

(
(
(
(
(

19. Feladat. Mutassa meg, hogy ha S és T'a V vektortér olyan alterei, melyekre SNT =
{0}, akkor az S + T &sszeg-altér minden eleme egyféleképpen irhaté s +t, s € S, t € T
alakba. Mutassunk ra egy (ellen)példaval, hogy ez az éllitdas nem igaz, ha S NT # {0}.
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* * * * * * * * * *

GENERALAS.

20. Feladat. Tekintsiik a val6s szdmharmasok vektorterében az a = (1,—3,2) és a b =
(2, —2,4) vektorok altal generalt alteret.

(a) Eleme-e ennek az altérnek a ¢ = (5, —3,10) vektor?
(b) Adjon meg egy olyan valds szamharmast, amely nem eleme az a és b altal generalt
altérnek.

21. Feladat. Igazolja, hogy az {(0,a,b): a,b € R} részhalmaz altere az R3 vektortérnek.
Mutassa meg, hogy ezt az alteret generalja a {(0,1,2), (0,—1,1)} vektorrendszer.

22. Feladat. Generatorrendszere-e az R2*2 vektortérnek az
1 1 0 0 1 0 0 1
0O 0/)’\1 1/)°\0 1/)°\1 1

23. Feladat. Hatarozza meg az

halmaz?

(a) (0,1,0);

(b) (1,0,0),(0,0,1);

(¢) (1,0,1),(0,1,0),(0,1,1);
(d) (1,0,0),(0,1,0),(1,1,1);

vektorok altal kifeszitett alteret R3-ban.

24. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi két-két vektor ugyanazt az alteret fesziti ki
R3-ban:

= (1,1,0), b=(0,0,1) illetve c=(1,1,1), d=(—1,—1,1).

Megoldds. Legyen A = [a,b], az a és b vektorok &ltal generalt (=kifeszitett), C' = [c,d]
pedig a ¢ és d altal generdlt altér. A generatum tulajdonsigai (6.10. Tétel) alapjan a,b € A
és c,d € C, ezért A = C-nek nyilvanval6 sziikséges feltétele, hogy a, b benne legyen C-ben,
¢, d pedig benne legyen A-ban. Ezt fogjuk megmutatni, majd belatjuk, hogy ez elegendo
is.

Mivel C a ¢, d vektorok Gsszes (valds egyiitthatds) linedris kombinéciéjabdl all, azaz C =
{ye+dd: ~,0 € R}, ezért az a € C igazolasahoz el6 kell allitani az a vektort ¢ és d linedris
kombinacigjaként. Keressiink olyan ~v,6 € R skalarokat, hogy a = vyc¢ + dd legyen! Azaz
meg kell oldani a kovetkezo egyenletet:

(1,1,0) =~v(1,1,1) + 6(—1,-1,1) = (y = 6,y — 0,7 + 6). (1)

Két valés szampar pontosan akkor egyenld, ha komponensenként egyenldk, ezért (1) a
kovetkez6 (egyszerii) egyenletrendszerrel ekvivalens:

vy—0=1, vy—0=1, y+96=0.
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Ennek egyetlen megoldasa v = %, o= —%. Tehat a valéban el6all ¢, d linearis kombina-
cidjaként: a = Sc— 1d, és gy a € [c,d].

Feladat: Hasonldan igazoljuk, hogy b € C, c € A, és d € A.

Ez viszont elegendd is, mert ha a,b € C, akkor tetszéleges a,3 € R skalarok esetén
aa + b € C, hiszen C altér (Id. 6.10. Tétel), és igy zart a miiveletekre. Ez viszont azt
jelenti, hogy a,b minden linearis kombinaciéja, mésszéval A minden eleme C-ben van,
vagyis A C C.

Hasonlban, abbdl, hogy c,d € A, kapjuk, hogy C' C A, igy a két altér valoban egyenlo.

Megjegyzés. Altaldban is beldthato, hogy ha valamely V' vektortér két altere kolcsonosen
tartalmazza a masik valamely generatorrendszerét, akkor azok megegyeznek. Ha ugyanis
X C [Y] (azaz X benne van az [Y] altérben), akkor [X] C [Y], mert [X] a legsziikebb X -et
tartalmazo altere V-nek; 1d. 6.10. Tétel. Hasonléan, ha Y C [X], akkor [Y] C [X], és igy
1X] = [Y].

25. Feladat. Milyen feltételeket kell az a,b és ¢ valés szamoknak kielégiteni, hogy az
(a,b,c) € R3 vektor az u = (2,1,0), v = (1,—-1,2) és w = (0,3, —4) vektorok altal generalt
altérhez tartozzon?

26. Feladat. Az R3 vektortérben legyen S a (0,1, x2) alakd vektorok altere, T pedig
az (1,1,1) és (2,3,0) vektorokkal generdlt altér. Hatarozza meg az S NT alteret.

27. Feladat. Az R* vektortérben legyen

A=1(1,0,-1,2), (-1,2,2,0)] B=(1,3,-2,0), (2,4,-5,-2)]
Hatarozza meg az AN B és A + B altereket.
28. Feladat. Legyen V tetszoleges valés vektortér és tegyiik fel, hogy b1,b2 € V li-
nearisan fliggetlen vektorok. Igazolja, hogy az a1 = aiby + asby és as = (101 +
Baby (a1, aq, 1, B2 € R) vektorok altal kifeszitett altér pontosan akkor egyezik meg a
{b1, b2} altal kifeszitett altérrel, ha a2 — Bras # 0.

29. Feladat. Az R"™ vektortérben tekintsik az

S ={(x1,22,...,2,): 1+ 222+ 323+ ...+ nx, =0}

T={(x1,22,... ,Tp): T1 =T2 =T3=...=2Tp}

részhalmazokat. Igazolja, hogy:

(a) S és T alterek;
(b) SNT ={0};
(¢c) S+T =R".



