MATRIX RANGJA

2004. november 23.

IRODALOM

A fogalmakat, definicidkat illetGen két forrasra tdmaszkodhatnak: ezek egyrészt elhangza-
nak az eléaddson, masrészt megtalaljak a jegyzetben:

Szab6 Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdaba, Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

9. fejezet (Matrixok rangja);

tovabbi ajanlott irodalom:

D. K. Fagyejev—1. Sz. Szominszkij: Felsofoku algebrai feladatok,
Miiszaki Konyvkiadé, Budapest, 1973, illetve Typotex Kiadd, 2000;
3. fejezet, 2. szakasz (A métrix rangja): 366.- 380. feladat

Scharnitzky Viktor: Mdtrizszamitds (példatér, Bolyai-konyvek sorozat),

Miszaki Konyvkiadé, Budapest, 2000;

A Matrixok c. fejezetben a Négyzetes matrix determindnsa, a matrix rangja, a matrix
elemi atalakitasai c. szakaszban (a 157.oldaltdl, feladatok a 159.oldaltél): 5.-10., 12.-
13. feladat

A Linedris egyenletrendszerek vizsgalata c. fejezetben (a 202.oldaltdl, feladatok a
212.oldaltdl): 5.-6., 9.-10., 12.-15., 17. feladat.

Freud Robert: Linedris algebra, ELTE Eotvos Kiadd, Budapest, 1996.
3. fejezet (Linedris egyenletrendszerek), 4.szakasz (A matrix rangja): 2.-3., 5.-6., 9.-
16. feladat.

TOVABBI AJANLOTT FELADATOK

1. Feladat. Mennyi az aldbbi méatrixok rangja?

1 2 -1 2 2 -4 3 1 0 _01_24_54
2 5 -2 3 1 -2 1 -4 2

A=11 2 1 2 B=lo 1 -1 3 1 ¢= g é—710
05 0 3 4 -7 4 -4 5 5 3 0

2. Feladat. (Freud R. 3.4.11.) Legyen A egy 6 x 5-6s matrix. Melyek igazak az alabbi
allitasok koziil?
(a) Ha az els6 3 sor sszefliggd, akkor a bal f6ls6 3 x 3-as aldetermindns 0.
(b) Ha a bal f6ls6 3 x 3-as aldetermindns 0, akkor az elsé 3 sor Gsszefliggé.
(c) Ha az els6 3 oszlop Osszefliggd és az utolsé 3 oszlop is Gsszefiiggd, akkor a métrix
rangja legfeljebb 3.
(d) Ha az els6 2 oszlop Osszefiiggé és az utolsé 2 oszlop is Osszefliggd, akkor a matrix
rangja legfeljebb 3.
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3. Feladat. Aladar és Béla felvaltva irnak be egy 2 x 2-es tablazatba 0-tél kiillonb6zo
valés szamokat. Aladar célja az, hogy a kialakulé 2 x 2-es matrix rangja 1 legyen, Béla
célja, hogy a rang 2 legyen. Ki nyer, ha Aladar kezd? Ki nyer, ha Béla kezd?

4. Feladat. A p valés paraméter értékétol fliggéen hatarozza meg a kvetkezd matrix
rangjat:

1 1 -1 2
p 1 1 1
1 -1 3 =3
4 2 0 »p

5. Feladat. Valasszuk meg a \-t gy, hogy a kovetkezo vektorrendszer rangja minimalis
legyen:

a=(1, =2, A, 0), b= (2, A 10, 1), c=(1, 14, 8, 2).

6. Feladat. frjon fel harom olyan valés szamtest f6lotti, 4 x 3 tipusd matrixot, melyeknek
rangja rendre 1, 2 illetve 3.

7. Feladat. Tudjuk, hogy az R*-beli
vy = (1,2, -1,-2), vy =(3,1,1,1) és w3=(-1,0,1,—1)

vektorok linearisan fiiggetlenek. Ennek ismeretében mit mondhatunk a kévetkezo matrix
rangjarol:

3 1 1 1
-1 0 1 =117
1 2 -1 =2

8. Feladat. Hatarozza meg a B matrix rangjat, majd ezt folhasznalva mutassa meg,
hogy a BX = E, métrixegyenletnek (ahol Fy a 4 X 4-es egységmatrix) nincs megoldésa.

2 8 -1 2
1 2 1 1
b= 1 1 2 2
4 11 2 5
* * * * * * * * * *

Linearis egyenletrendszerek, Kronecker-Capelli tétel.

9. Feladat. A Kronecker-Capelli tétel kiegészitéseként mutassuk meg, hogy megoldhato
esetben egy linearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van pontosan egy megoldésa,
ha a métrixdnak (és a bovitett métrixdnak kozos) rangja megegyezik az ismeretlenek sza-
maval.
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10. Feladat. (Freud 3.4.15.) Igazak-e a kovetkez6 éllitasok tetszbleges Ax = b linedris
egyenletrendszer esetén:

(a) Ha az egyenletrendszer megoldhaté, akkor a bévitett matrixdnak oszlopai Ossze-
fliggdk.

(b) Ha a bévitett matrixdnak oszlopai Gsszefiiggdk, akkor az egyenletrendszer megold-
haté.

(c) Ha az A métrix oszlopai fliggetlenek, akkor az egyenletrendszer megoldhato.

(d) Ha az A métrix sorai fiiggetlenek, akkor az egyenletrendszer megoldhaté.

(e) Ha az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, akkor az A métrix oszlopai
fiiggetlenek.

(f) Ha az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, akkor az A matrix sorai
fiiggetlenek.

11. Feladat. Melyek igazak a kovetkezo allitasok koziil tetszéleges m egyenletbol allo,
n ismeretlenes linearis egyenletrendszerre?

(al) Ha végtelen sok megoldas van, akkor n > m.

(a2) Ha n > m, akkor végtelen sok megoldas van.

(bl) Ha n = m, akkor pontosan egy megoldas van.

(b2) Ha pontosan egy megoldas van, akkor n = m.

(c1) Ha n < m, akkor nincs megoldas.

(c2) Ha nincs megoldés, akkor n < m.

(d1) Ha n = m és végtelen sok megoldas van, akkor az egyenletrendszer determindnsa

0.

(d2) Ha n = m és az egyenletrendszer determinansa 0, akkor végtelen sok megoldas van.

(el) Ha m = n 4+ 1 és az egyenletrendszer bovitett matrixdnak determindnsa nem O,
akkor nincs megoldas.

(e2) Ha m = n + 1 és az egyenletrendszer bévitett métrixdnak determindnsa 0, akkor
van megoldés.

12. Feladat. Mely ) értékekre oldhato meg a kovetkezd linearis egyenletrendszer?

1+ x2+23=3
(a) —21 + 3z — 223 =0
T1+dbro=\—4

X1 -|—£C2+2$3 = —1
(b) 201 — X9 + 223 = —4
3.’171 —|— 4.’173 = )\

2.’171—1‘2—.’173:4
(C) 3561 +4IIZ‘2 —2(173 =11
7$1+2(E2—4(L‘3:)\—1



