MM4122/2: CSOPORTELMELET GYAKORLAT
(2007.05.11)

1. ISMETLES
FEBRUAR 8.—FEBRUAR 15.

1.1. Feladat. (2 pt. kézosen megbeszéltiik)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasdt minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Egy csoport rendelkezhet egynél tobb egységelemmel.

(2) Béarmely két haromelemt csoport izomorf egyméssal.

(3) Egy csoportban barmely axzb = ¢ alaku egyenletnek pontosan egy meg-
oldasa van z-re nézve.

(4) Az tires halmazon értelmezhet olyan kétvaltozos miivelet, amellyel az
csoportot alkot.

(5) Minden legfeljebb 5-elemii csoport Abel-féle.

(6) Minden csoport énmaganak részcsoportja.

(7) Ha a valds szamok egy részhalmaza csoportot alkot az Gsszeadasra néz-
ve, akkor csoportot alkot a szorzasra nézve is.

(8) Van olyan n-elemii csoport, melynek pontosan 2" darab részcsoportja
van.

(9) Izomorfiatol eltekintve pontosan egy darab 10-elemt csoport van.

(10) Ds-nak pontosan 6 részcsoportja van.

1.2. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Doéntse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztédsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Van olyan nemtrivialis csoport, amelyben minden elem generatorelem.
(2) Van olyan nemtriviélis ciklikus csoport, amelyben pontosan egy elem
generatorelem.
Egy 12-elemi ciklikus csoportnak 11 olyan eleme van, ami generalja.
Minden ciklikus csoport Abel-féle.
Létezik olyan Abel-csoport, amely nem ciklikus.
Legyen T a Zgg ciklikus csoport olyan generatoreleme, amelyre 0 < x <
19. Ekkor x vagy primszam, vagy egyenls 1-gyel.
(7) Barmely legalabb harmadrendii ciklikus csoportnak van két kiilonb6zs
generatoreleme.
(8) Legyen H és H' két olyan csoport, amelyre H N H' # (). Ekkor H N H’
részcsoportot alkot mind H-ban, mind H'-ben.
(9) Van olyan végtelen ciklikus csoport, melynek legalabb négy generator-
eleme van.
(10) Van olyan véges ciklikus csoport, melynek pontosan négy generatorele-
me van.
(11) Z-nek pontosan egy végtelen részcsoportja van.
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1.3. Feladat. (1 pt. el6adta N. Gy6z6)

Melyik részcsoportot generalja a megadott A halmaz a G csoportban:
(1) G =Sy, A= {(13),(1234)}:
(2) G =175 x 83, A={(1,(12)),(2,(13))}.

1.4. Feladat. (1 pt. el6adta H. Adam)

Melyik normaélosztét generédlja a megadott a elem a G csoportban:
(1) G =54, a=(1234),
(2) G=54,a=(123);
(38) G=As5,a=(123).

1.5. Feladat. (2 pt.)
Rajzolja le a Ci2,V, S3, Dy és Epee (p primszam) csoportok részcsoporthal6ja-
nak, illetve normélosztohaléjanak Hasse-diagramjat.

1.6. Feladat. (2 pt.)

Adja meg az el6z6 feladatbeli csoportok dsszes valodi nemtrivialis normélosz-
téja szerinti faktorcsoportjat az elemeik felsorolaséaval és miivelettablazatéaval.
Minden faktorcsoporthoz keressen vele izomorf, de nem faktorcsoportként els-
all6 csoportot.

1.7. Feladat. (3 pt.)

Bizonyitsa be, hogy egy csoport részcsoporthaloja pontos akkor lanc (azaz a
haloban barmely két elem osszehasonlithat6), ha valamely p primszamra a
csoport izomorf Ejeo egy részcsoportjaval.

1.8. Feladat. (2 pt. el6adta V. Edit)
Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztédsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Minden permutaci6 injektiv leképezés.
) Egy leképezés akkor és csak akkor permutacio, ha injektiv.
) Minden G csoport izomorf Sg-nek egy részcsoportjaval.
) Az Sy szimmetrikus csoportnak pontosan 10 eleme van.
) Az S5 csoport ciklikus.
) Pontosan két olyan n pozitiv egész van, amelyre S,, Abel-féle.
) Ds izomorf Ss-mal.
) Ha H az Sy csoport olyan részcsoportja, amely tartalmaz paratlan per-
mutaciot, akkor H tartalmaz transzpoziciot is.
(9) As-nek 120 eleme van.
(10) Pontosan hérom olyan n pozitiv egész van, amelyre A, Abel-féle.
11) Sy minden eleme legfeljebb 14-edrendd.
(12) As minden eleme legfeljebb 3-adrend.

1.9. Feladat. (2 pt. kézosen megbeszéltiik)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasdt minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Minden végtelen csoportnak minden nemtrivialis részcsoportja szerint
végtelen sok bal oldali mellékosztalya van.
(2) Minden csoportnak minden részcsoportja szerint ugyanannyi bal, il-
letve jobb oldali mellékosztalya van, és a mellékosztalyok szamossiaga
megegyezik.



MM4122/2: CSOPORTELMELET GYAKORLAT (2007.05.11) 3

(3) Létezik olyan 64-edrendi csoport és annak olyan részcsoportja, amely-
nek pontosan 16 bal oldali mellékosztalya van.
(4) Minden primrendi csoport ciklikus.
(5) Minden primhatvany rendi csoport ciklikus.
(6) Tetszoleges n > 2 esetén A, <.S,,.
(7) Tetsz6leges G és H csoportokra létezik homomorfizmus G-r6l H-ba.
(8) Egy homomorfizmus akkor és csak akkor izomorfizmus, ha magja csak
az egységelemet tartalmazza.
(9) Létezik 6-odrendd csoportrol 4-edrendi csoportba mend nemtrivilis
homomorfizmus.
(10) Létezik 6-odrendd csoportrol 5-6drendd csoportba mend nemtrivilis
homomorfizmus.
(11) Létezik véges csoportrol végtelen csoportba mend nemtrivialis homo-
morfizmus.

1.10. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztédsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Tetszéleges G és H csoportokra G x H = H x G.
(2) Zo X Z5 = Zqp.
(3) Z5 X Z4 = ZQ X ZIO-
(4) Zi2 X Z10 minden eleme legfeljebb 30-ad rendt.
(5) Minden primhatvéany rendd Abel-csoport ciklikus.
(6) Ha egy Abel-csoport rendje 4 tobbszorose, akkor tartalmaz olyan cik-
likus részcsoportot, amelynek rendje szintén 4 tobbszorose.
(7) Ha egy Abel-csoport rendje 5 tobbszorose, akkor tartalmaz olyan cik-
likus részcsoportot, amelynek rendje szintén 5 tobbszorose.
(8) Ha egy Abel-csoport rendje 6 tobbszorose, akkor tartalmaz olyan cik-
likus részcsoportot, amelynek rendje szintén 6 tobbszorose.
(9) A Zy x Zsy csoportnak pontosan 5 részcsoportja van.
(10) A Zy, X Zy, csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha n és m relativ
primek.
(11) Tetszbleges G és H csoportokra G x H akkor és csak akkor Abel-féle,
ha G és H is az.

1.11. Feladat. (2 pt.)
Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasdt minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Egy G csoport H részcsoportja szerinti bal oldali mellékosztélyai akkor
és csak akkor alkotnak csoportot a komplexusszorzas mivelettel, ha H
norméloszté G-ben.

) Abel-csoport minden részcsoportja normaloszto.

) Abel-csoport minden automorfizmusa identikus.

) Abel-csoport minden faktorcsoportja Abel-féle.

) Van olyan nem Abel-féle G csoport és annak olyan H normélosztoja,
hogy mind H, mind G/H Abel-féle.

(6) Z/nZ = 7.

(7) Ss-nak pontosan 3 norméloszt6ja van.

(8) Sy-nek pontosan 3 normalosztdja van.
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(9) @-nak pontosan 3 normalosztdja van.
(10) D4-nek pontosan 3 normalosztoja van.
(11) Zgy x Zs3-nak pontosan 4 normalosztoja van.

1.12. Feladat. (2 pt. elsadta A. Sarolta)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasdt minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Az R/Z csoportnak van méasodrendd eleme.
) Az R/Z csoportnak van végtelen rendi eleme.

3) Az R/Z csoportnak végtelen sok negyedrendii eleme van.

4) Ze/[2) =2 Z

5) Tetszoleges n > 2 egész szamra Sy, /A, = Zp,.

6) Zg direkt felbonthato.

7) Z4 direkt felbonthato.

8) Z direkt felbonthato.

9) Q direkt felbonthato.

(10) Q* direkt felbonthato.

(11) S3 x Zg direkt felbonthato.

1.13. Feladat. (1 pt. kozosen megbeszéltiik)
Adja meg a 18-adrendii ciklikus csoport dsszes felbontésat nemtriviélis részcso-
portjainak direkt szorzataként.
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1.14. Feladat. (2 pt.)
Legyen A = {1,2,...,n} valamely n természetes szamra, és a (P(A);A) cso-
portot jeldlje G.
(1) Mutassa meg, hogy G izomorf Cy n-edik direkt hatvanyaval, és adjon
meg G-nek kételemd részcsoportok direkt szorzatara valo felbontésat.
(2) Az n = 3 esetben adja meg G-nek az Osszes kételemi részcsoportok
direkt szorzatara valo felbontasat.

2. PERMUTACIOCSOPORTOK
FEBRUAR 16.—FEBRUAR 22.

2.1. Feladat. (1 pt. elgadta N. Gy6z6)
Adjon meg a természetes szdmok halmazan olyan permutéiciét, amelynek egyet-
len pélyaja van.

2.2. Feladat. (2 pt.)
Legyen A végtelen halmaz. Dontse el, hogy S4 kovetkez6 részhalmazai koziil
melyek alkotnak részcsoportot:

(1) a véges tartoméanyu permutaciok halmaza,

(2) a véges sok palyaval rendelkez permutaciok halmaza,

(3) a végtelen sok trivialis palyaval rendelkez6 permutaciok halmaza.

Allitasat minden esetben bizonyitsa be.
2.3. Feladat. (3 pt. elsadta H. Adam)

Legyen A végtelen halmaz. Dontse el, hogy S4 kovetkezd részhalmazai koziil
melyek alkotnak részcsoportot:
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(1) a véges sok trivilis palyaval rendelkez6 permutaciok halmaza,
(2) a véges sok nemtrivialis palyaval rendelkez6 permutéciok halmaza,
(3) a csak véges palyaval rendelkezs permutéciok halmaza.

Allitasat minden esetben bizonyitsa be.

2.4. Feladat. (3 pt.)
Jellemezze azoknak a o € S4 (A nemiires halmaz) permutéacioknak a palyiit,
amelyeknek van négyzetgyoke, azaz amelyekhez 1étezik olyan 7 € S 4, amelyre

2 =o.

2.5. Feladat. (1 pt. kozosen megbeszéltiik)
Dontse el, hogy tranzitivak-e az alabbi permutaciécsoportok:
(1) GL(V) < Sy, ahol V tetsz6leges vektortér;
(2) GLo(V') < Sy\q0}, ahol V tetsz6leges vektortér és GLo(V) = {¢[v\ oy
¢ € GL(V)}.
2.6. Feladat. (1 pt. elgadta F. Lajos)
Dontse el, hogy tranzitivak-e az alabbi permutéciocsoportok:
(1) Gy, = {7 € Sz : m|xm — x minden z € Z-re}, ahol m € N el6re adott;
(2) H = {p,; € Sge : g € RE ¢és g-nek nincs zérushelye}, ahol p, € Sge
tetszoleges © € RR-hez xg € RR-et rendeli.

2.7. Feladat. (2 pt. elsadta A. Sarolta)
Hatarozza meg az Sy csoport 0sszes tranzitiv részcsoportjat.

2.8. Feladat. (1 pt. elgadta V. Katalin és M. Miklos)
Hatarozza meg az L5 csoport 6sszes minimalis tranzitiv részcsoportjat.

2.9. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy az S, (p primszam) szimmetrikus csoportnak nincs olyan
valodi tranzitiv részcsoportja, amely tartalmaz transzpoziciot.

2.10. Feladat. (3 pt.)
Milyen n természetes szamokra létezik @Q-val izomorf részcsoport S,-ben?

3. SZABAD CSOPORTOK, DEFINIALO RELACIOK
FEBRUAR 23.—MARCIUS 8.

3.1. Feladat. (1 pt. eldadta M. Miklos)
Adja meg az alabbi f leképezés kiterjesztését homomorfizmussd a megadott F
szabad algebrara:
(1) fi{z,y} = NsIn ko), af =2, yf =3; F = {z,y}™;
(2) fiizy} = Q,af =1, yf =i; F =Gy
3.2. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy
(1) N szabad félcsoport valamely egyelemt halmazon;

(2) Z szabad csoport valamely egyelemt halmazon;
(3) R™ szabad R feletti vektortér valamely n-elemi halmazon.

Haté4rozza meg ezekben a szabad algebrakban az Osszes szabad generdtorrend-
szert.
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3.3. Feladat. (2 pt. eladta A. Sarolta és M. Miklos)
Az alabbi G csoportnak adjon meg olyan egységelemet nem tartalmazo X gene-
ratorrendszerét, valamint keressen olyan H csoportot és f: X — H leképezést,
amely nem terjeszthets ki ¢: G — H homomorfizmusséa:

(1) G = Ss,

(2) G=[1,V2] <R,

(3) G = Epe, p primszam.

3.4. Feladat. (1 pt. eladta M. Miklos)

Mutassa meg, hogy ha n > 2, akkor Z" szabad Abel-csoport, de nem szabad
csoport.

3.5. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy Z(x1,...,x,) szabad egységelemes kommutativ gytird, de nem
szabad kommutativ gytrt.

3.6. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy Q nem szabad Abel-csoport.

3.7. Feladat. (1 pt.)

Mutassa meg tetsz6leges X, Y halmazokra, hogy ha |X| = |Y|, akkor a Gx
és Gy szabad csoport izomorf egymassal. [Ezért adott x szamossag esetén a
Gx (|X| = k) szabad csoportot szokas k rangi szabad csoportnak nevezni és
G-val jelolni.|

3.8. Feladat. (3 pt.) o
Bizonyitsa be, hogy a Gy, ,1 szabad csoportban az x'y* (i € N) elemek meg-
szamlélhatdan végtelen rangi szabad csoportot generédlnak.

3.9. Feladat. (1 pt. eladta V. Edit)
Sorolja fel az [a,b | a?,b°, ab®ab?®] csoport elemeit, és adja meg a csoport mii-
velettablazatat.

3.10. Feladat. (1 pt. eladta N. Gy6zd)
Milyen ,ismert” csoporttal izomorfak az alabbi csoportok:

(1) [a,b,c|a*,b?, ¢, (ab)?, (be)*, aca™ e,

(2) [a,b| a®ba, ba?].
3.11. Feladat. (2 pt. eldadta N. Gy6z0)
Tetszéleges k,m,n € 7 egészekre mutassa meg, hogy az [a,b | a™, b", aba™'b¥]
csoport véges.

3.12. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy minden véges csoport izomorf egy olyan [X | R] csoporttal,
ahol mind X, mind R véges.

3.13. Feladat. (1 pt.)
Milyen ,ismert” csoporttal izomorfak az alabbi csoportok:

(1) [a,b | ab],
(2) [a,b| a*, b, abab™1].
3.14. Feladat. (1 pt.)
Tekintsiik a G = [a, b | a®ba®b] és a H = [u, v | uvu] csoportokat. Mutassa meg,
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hogy létezik olyan egyértelmien meghatarozott ¢: G — H homomorfizmus,
amelyre ap = v és bp = v~2u. Bizonyitsa be, hogy ¢ izomorfizmus.

3.15. Feladat. (2 pt. elgadta F. Lajos)
Bizonyitsa be, hogy az [a,b | a2, b?] csoport végtelen és nem kommutativ.

3.16. Feladat. (3 pt.)

Adja meg a V, illetve @ csoportokat definialé relaciokkal oly modon, hogy
koziiliik egyik definialo relacié sem hagyhatd el, azaz barmelyik definidlé relacio
elhagyasaval olyan csoport adédik, amely nem izomorf az eredetivel.

3.17. Feladat. (2 pt. elgadta V. Katalin)
Bizonyitsa be, hogy az [a,b | a?b%a®b, ab?a*b=ta='b~1, ba®ba=2b] csoport izo-
mort Zq9-vel.

4. CSOPORTBOVITESEK, SZEMIDIREKT SZORZAT
MARCIUS 16.—MARCIUS 22.

4.1. Feladat. (1 pt. elsadta M. Miklos)
Keresse meg az Gsszes ¢: Zs — Aut Ss hatast, és minden esetben szdmolja ki
az (1,(13)) € Zy x,, S5 elem rendjét. (Ismert, hogy Aut S3 = InnSs.)

4.2. Feladat. (1 pt.)
Tekintsiik azt a ¢: Q" — Aut Q leképezést, amelyre tetszéleges a € Q* esetén
az ayp automorfizmus az a-val valo szorzas (azaz tetszdleges a € Q*-ra és ¢ € Q-
ra q(ayp) = qa).
(1) Mutassa meg, hogy ap valoban a Q csoport automorfizmusa, és p a Q*
csoport hatésa Q-n.
(2) Vizsgalja meg, hogy kommutativ-e a Q* x,, Q csoport, valamint haté-
rozza meg a véges rendi elemeket, és adja meg a rendjiiket.

4.3. Feladat. (1 pt. eladta V. Edit)
Legyen G, H Abel-csoport, ¢: G — Aut H pedig G tetsz6leges hatasa H-n.
Igazolja, hogy G x, H pontosan akkor Abel-féle, ha ¢ trivialis.

4.4. Feladat. (2 pt. eladta M. Szilvia)
Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
véalasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Ha H <G, N<G és HN = G, akkor G = H x, N valamely ¢: H —
Aut N homomorfizmusra.
(2) Tetszoleges G, H ciklikus csoportok és ¢,1: G — Aut H homomorfiz-
musok esetén G'x, H = G Xy, H.
) D, eléallithato nemtrivialis szemidirekt szorzatként.
) @ elgallithato nemtrivialis szétesd bovitésként.
) Zg eléallithaté nemtrivialis szemidirekt szorzatként.
) Egyszerti csoportok nem &llithatok el¢ nemtrivialis szemidirekt szorzat-
ként.
(7) Ciklikus csoportok szemidirekt szorzata ciklikus.
(8) Véges G és H csoportok esetén a (g, h) € G x, H elem rendje t&bbszo-
rose a g € G elem rendjének.

4.5. Feladat. (1 pt. elsadta A. Sarolta é¢s V. Katalin)
Milyen ,ismert” csoporttal izomorfak az alabbi szemidirekt szorzatok:

(3
(4
(5
(6



8 MM4122/2: CSOPORTELMELET GYAKORLAT (2007.05.11)

(1) Zy Xy Zs, ahol ¢: Zy — AutZsz az a homomorfizmus, ami 1-hoz az
inverzképzést rendeli;

(2) Zgx,(ZgxZs), ahol p: Zz — Aut(Zy x Zs2) olyan homomorfizmus, ami
1-hoz olyan automorfizmust rendel, amely Zsy X Zo minden masodrendii
elemét mozgatja.

4.6. Feladat. (2 pt. eldadta M. Miklos)
Izomorfak-e egyméssal az alabbi szemidirekt szorzatok:

(1) Ze x Z3 és Zg X, Z3, ahol ¢: Zg — AutZs3 az a homomorfizmus, ami
1-hoz az inverzképzést rendeli.

(2) Zox, Ay és S3xy (Zo X Za), ahol p: Zy — Aut Ay az a homomorfizmus,
ami 1-hoz az (12) transzpozici6 éltal Ss-en indukélt belss automorfiz-
mus Ay-re val6 megszoritasat rendeli, 1: S3 — Aut(Zg x Zy) pedig
olyan izomorfizmus, amire teljesiil a kdvetkez6: van olyan bijekcié az
{1,2, 3} halmazrol Zy x Zy masodrendii elemeinek A halmazara, hogy
az altala meghatarozott x: S3 — Sy izomorfizmusra (w)|a = 7k tet-
szbleges m € S3 esetén.

4.7. Feladat. (3 pt.)
Izomorfak-e egyméssal az alabbi szemidirekt szorzatok:

(1) Zg I><4p24 és Zy X Zg, ahol p: Zg — AutZy és op: Zy — AutZg is az a
homomorfizmus, ami 1-hoz az inverzképzést rendeli (rendre a megfelels
csoportokban).

(2) Zg xy Zg és Zy x Ss, ahol ¢: Zo — AutZg az a homomorfizmus, ami
1-hoz az inverzképzést rendeli.

4.8. Feladat. (1 pt.)

(1) Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges haromnal tobb elemt T test esetén a
GL(T, 2) altalanos linearis csoport izomorf az SL(T', 2) specialis lineéris
csoportnak a T = (T\ {0};-) csoporttal vett szemidirekt szorzatéval.

(2) Adjon meg két kiilonb6z6 olyan ¢ hatéast, amelyre T x, SL(T,2) =
GL(T,2).

4.9. Feladat. (1 pt. elsadta N. Gy6z6)
Elsallnak-e nemtrividlis moédon szemidirekt szorzatként az alabbi csoportok?
Ha igen, akkor adjon meg ilyen elGallitast, és adja meg a hozza tartoz6 indukalt
hatast.

(1) (Z; +),

(2) L,,neN.

4.10. Feladat. (2 pt. eladta M. Miklos)

Mutassa meg, hogy tetszGleges n € N;n > 3 esetén van olyan nemtrivialis ¢
hatés, hogy Doy, izomorf Cy X, Dy-nel.

4.11. Feladat. (2 pt.)

Legyen G tetsz6leges csoport, a: G — Aut G pedig az a homomorfizmus, amely
minden elemhez az altala indukalt belsé automorfizmust rendeli. Igazolja, hogy
G Xq G két, a G csoporttal izomorf normalosztdjanak direkt szorzata.

4.12. Feladat. (2 pt.)
Adja meg az [a,b | aba~'b] csoportot nemtrividlis szemidirekt szorzatként.
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4.13. Feladat. (3 pt.)
Legyen H = [a] n-edrendi ciklikus, K pedig tetszéleges csoport. Tekintsiink
olyan ¢,1: H — Aut K hatéasokat, amelyekre van olyan k € Z, hogy ay) =

(ag)*.
(1) Igazolja, hogy ha In.k.o.(k,n) =1, akkor H x, K = H x, K.
(2) Vizsgélja meg, hogy érvényes-e az el6z6 allitas megforditéasa.

5. KONJUGALAS, NORMALIZATOR, CENTRALIZATOR, KETTOS
MELLEKOSZTALYOK, SYLOW-TETELEK
APRILIS 10.—APRILIS 20.

5.1. Feladat. (1 pt. el6adta H. Adam)
Hatéarozza meg az S3 csoportban az (12), illetve az (123) elemek normaliza-
tordnak elemszamat.

5.2. Feladat. (1 pt. elgadta M. Miklos)

Legyen G csoport, H, K pedig két részcsoportja. Mutassa meg, hogy ha H és
K egymas konjugaltja, akkor ugyanez igaz az Ng(H) és az Ng(K) részcsopor-
tokra.

5.3. Feladat. (1 pt. elgadta P. Jolan)
Adjon meg az A4 csoportnak egy Frobenius-felbontasat a H = [(123)] és
K = [(134)] részcsoportok szerint. A felbontas minden tagjarol allapitsa meg,

hogy hany H szerinti jobb oldali és hany K szerint bal oldali mellékosztalybol
all.

5.4. Feladat. (2 pt. eladta A. Sarolta)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasdt minden esetben egy-egy mondattal indokolja. Minden allitdsnal p
primszamot jelol.

(1) Véges csoportban az azonos rendd p-részcsoportok konjugaltjai egy-
mésnak.
(2) Véges G Abel-csoportban minden p | |G| primszamra pontosan egy
p-Sylow-részcsoport van.
(3) Tetszoleges H < G részcsoportra Ng(H) < G.
(4) Tetszoleges H < G részcsoportra H < Ng(H).
(5) A G csoport P p-Sylow-részcsoportja akkor és csak akkor normaloszto
G-ben, ha P az egyetlen p-Sylow-részcsoport G-ben.
(6) Létezik olyan véges p-csoport, amelynek nincs p-Sylow-részcsoportja.
(7) Ha G Abel-csoport, akkor N (H) = H tetszbleges H < G részcsoport-
ra.
(8) Véges csoport rendje akkor és csak akkor p-hatvény, ha minden elemé-
nek rendje p-hatvany.
(9) Ss-ban a 2-Sylow-részcsoportok szama 3.
(10) Ha a G csoport rendje p*m, ahol p { m, akkor G p-Sylow-részcsoportjai-
nak szama m osztdja.
(11) Tetszbleges G csoport és H, K < G esetén a G csoport H és K rész-
csoportja szerinti kettds mellékosztélyok azonos elemszamuak.
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5.5. Feladat. (1 pt. elgadta N. Gy6z6 és M. Miklos)
Mutassa meg, hogy ha N nemtrividlis normaloszt6 a G véges p-csoportban,
akkor NN Z(G) # {1}.

5.6. Feladat. (3 pt.)
Igazolja, hogy egy G véges csoport barmely H valddi részcsoportjahoz létezik
olyan a € G\ H elem, amely egyetlen H-beli elemnek sem konjugéltja.

5.7. Feladat. (2 pt. elgadta M. Miklos)

Legyen G véges csoport és H, K két részcsoportja. Tekintsiik G egy Frobenius-
felbontasat H és K szerint. Az elGadason tanult képlethez hasonloan, amely e
felbontas ismeretében megadja a [G : K] indexet, adjon meg képletet a [G : H]
indexre.

5.8. Feladat. (1 pt. el¢adta N. Gy6z6)
Hatarozza meg Sy-ben a 2-Sylow-, illetve 3-Sylow-részcsoportok szamat.

5.9. Feladat. (2 pt.)
Legyen G véges csoport, N norméloszto, P pedig Sylow-részcsoport G-ben.
Igazolja, hogy N N P Sylow-részcsoport N-ben.

5.10. Feladat. (1 pt. el6adta M. Szilvia és V. Edit)
Mutassa meg, hogy minden

(1) 200-adrendd,
(2) 260-adrendt

csoportnak van normadlis Sylow-részcsoportja.
5.11. Feladat. (2 pt. el6adta V. Katalin)
Mutassa meg, hogy minden
(1) 56-odrendd,
(2) 1365-6drendii (1365 =3-5-7-13)
csoportnak van normadlis Sylow-részcsoportja.
5.12. Feladat. (2 pt. elsadta H. Adam és A. Sarolta)

Igazolja, hogy a p?g-adrendti csoportokban, ahol p,q kiilonboz6 primek, van
normalis Sylow-részcsoport.

5.13. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy ha egy p3¢-adrendd G csoportban, ahol p,q kiilonbozé
primek, nincs normélis Sylow-részcsoport, akkor p = 2, ¢ = 3 és G izomorf

Sy-gyel.

5.14. Feladat. (2 pt.)

Igazolja, hogy egyetlen p paratlan prim és k pozitiv egész esetén sincs 4p* rendd
egyszerd csoport.

5.15. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy nincs 120-adrendii egyszert csoport.

5.16. Feladat. (3 pt.)
Hatarozza meg izomorfiatol eltekintve az 6sszes 12-edrendd csoportot.

5.17. Feladat. (1 pt. el6adta M. Miklos)
Mutassa meg kettds mellékosztalyok alkalmazasaval, hogy egy csoport barmely
H, K véges részesoportjara |[HK| = |H||K|/|H N K|.



MM4122/2: CSOPORTELMELET GYAKORLAT (2007.05.11) 11

5.18. Feladat. (2 pt.)
Igazolja kettds mellékosztalyok alkalmazasaval, hogy ha K a G csoport véges

indext részcsoportja, akkor G barmely H részcsoportjara H N K véges indexd
H-ban, és [H: HN K] < [G: K].

5.19. Feladat. (1 pt. el6adta M. Miklos)

Igazolja, hogy ha a G csoportban a H és K részcsoport olyan, hogy H N K
trivialis és H C Ng(K), K C Ng(H), akkor tetszGleges h € H és k € K
esetén hk = kh.

5.20. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy ha a G csoport centruma trivialis, akkor Cay g (Inn G) és
Z(Aut G) is trivialis.

5.21. Feladat. (3 pt.)
Egy véges csoportot Frobenius-csoportnak hivunk, ha van olyan H nemtrivialis
részcsoportja, amelyre H N g 'Hg = {1} teljesiil minden ¢ € G \ H elem
esetén. Tegyiik fel, hogy H ilyen részcsoport a G véges csoportban. Bizonyitsa
be, hogy

(1) In.k.o.(|H|,[G : H]) =1,

(2) ha [G : H] p-hatvany valamely p primre, akkor G p-Sylow-részcsoportja

norméloszté G-ben.

6. NILPOTENS ES FELOLDHATO CSOPORTOK
APRILIS 23.—MAJUS 17.

6.1. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy nilpotensek-e az alabbi csoportok:
(1) Sp (n € N),
(2) D, xZ (n €N, n>3),
(3) (Z;0), ahol kom =k + (—1)km (k,m € Z).
6.2. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy nilpotensek-e az alabbi csoportok:
(1) D, (n € Nyn > 3),
(2) @,

(3) Z4 X Zyg, ahol p: Zy — AutZy az a homomorfizmus, amely 1-hoz az
inverzképzést rendeli.

6.3. Feladat. (1 pt. elsadta P. Jolan)
Hatarozza meg a

(1) @,

(2) 53

csoportok alsé és fels§ centralis lancat.

6.4. Feladat. (2 pt.)
Hatéarozza meg a Dqx (kK > 1) csoport also és fels6 centralis lancat.

6.5. Feladat. (2 pt. eladta V. Katalin)
Mutassa meg, hogy ha G véges nilpotens csoport és m | |G|, akkor G-ben
létezik m-edrendt részcsoport.
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6.6. Feladat. (2 pt.)

Igazolja a véges nilpotens csoportokra tanult strukturatétel alkalmazasaval,
hogy véges nilpotens csoport minden részcsoportja és faktorcsoportja is nilpo-
tens.

6.7. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetszdleges nilpotens csoport minden részcsoportja és fak-
torcsoportja is nilpotens.

6.8. Feladat. (2 pt.)
Legyen G véges nilpotens csoport és N minimaélis norméloszté G-ben. Mutassa
meg, hogy N C Z(G) és N primrend.

6.9. Feladat. (2 pt. eladta A. Sarolta)

Adja meg a kovetkez6 csoportok kommutatorcsoportjat:
(1) S,
(2) Ay,
(3) Ls.

6.10. Feladat. (1 pt.)

Dontse el, hogy tetszéleges G, H nilpotens csoportok és ¢: G — Aut H hatas
esetén a G X, H szemidirekt szorzat sziikségszertien nilpotens-e. Ha igen,
bizonyitsa be, ha nem, adjon ellenpéldat.

6.11. Feladat. (1 pt. el6adta A. Sarolta)
Dontse el, hogy feloldhatok-e az alabbi csoportok:
(1) A, (n €N),
(2) ZxQ,
(3) L, (n €N).

6.12. Feladat. (1 pt.)

Dontse el, hogy feloldhatok-e az alabbi csoportok:
(1) Sn X Q (7’L € N),
(2) D, (neN;n>3),
(3) (Z;0), ahol kom =k + (—1)*m (k,m € Z).

6.13. Feladat. (2 pt.)

Dontse el, hogy feloldhatok-e az alabbi csoportok:
(1) Inn A,, (n € N),
(2) Ga (A tetsz6leges halmaz).

6.14. Feladat. (1 pt.)

Hatarozza meg az alabbi csoportok kommutétorlancat:
(1) Zp x Sy, (n €N),
(2) (Z;0), ahol kom =k + (—=1)*m (k,m € Z).

6.15. Feladat. (2 pt.)

Hatarozza meg az alabbi csoportok kommutétorlancat:

(1) D, (n e N,n > 3),
(2) L, (p primszam).
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6.16. Feladat. (1 pt. elgadta N. Gy6z0)
Mutassa meg, hogy ha p, ¢ kiilonb6z6 primek, akkor minden pg-adrendi csoport
feloldhaté.

6.17. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy ha a G csoport M, N normaloszto6i olyanok, hogy G/M és G/N
feloldhato, akkor G/(M N N) is feloldhato.

6.18. Feladat. (1 pt. elsadta M. Miklos)
Keresse meg az alabbi csoportok 6sszes kompoziciélancat:

(1) Zo,

(2) Q
(3) Ds.

6.19. Feladat. (1 pt. elgadta F. Lajos)
Keresse meg az alabbi csoportok 6sszes kompoziciélancat:
(1) z,
(2) Dy,
(3) Si.
6.20. Feladat. (1 pt. el6adta H. Adam)
Hatéarozza meg (izomorfia erejéig) S5 és Dg kompoziciofaktorait.

6.21. Feladat. (2 pt. eladta N. Gy6z6 és V. Katalin)
Igazolja, hogy egy Abel-csoportnak pontosan akkor van kompoziciéldnca, ha
véges.

6.22. Feladat. (2 pt. elsadta H. Adam és N. Gy6z0)
Mutassa meg, hogy egy véges p-csoportnak minden kompoziciéfaktora p-edren-
di ciklikus csoport.

6.23. Feladat. (3 pt.)
Legyen G véges nilpotens csoport, H pedig tetszéleges részcsoportja. Mutassa
meg hogy G-nek van H-t tartalmazé kompozicidlanca.

6.24. Feladat. (3 pt.)

Legyen GG véges p-csoport. Bizonyitsa be, hogy
(1) ha N minimalis normaloszté6 G-ben, akkor N C Z(G) és |[N| = p,
(2) G-nek van norméloszt6ibol 4ll6 kompoziciolanca,
(3) ha N olyan norméloszté G-ben, amelyre |N| = p’, akkor N C Z;(G).

7. SZABAD ABEL-CSOPORTOK,
A VEGESEN GENERALT ABEL-CSOPORTOK ALAPTETELE
MAJUS 11.—MAJUS 17.

7.1. Feladat. (1 pt. elgadta M. Szilvia)
Dontse el, hogy szabad Abel-csoportok-e a kovetkezd csoportok:
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7.2. Feladat. (2 pt. elsadta A. Sarolta és M. Miklos)
Bizonyitsa be tetszéleges X, Y halmazokra, hogy ha az A x és Ay szabad Abel-
csoport izomorf egymaéssal, akkor | X| = |Y].

7.3. Feladat. (1 pt. elgadta M. Miklos)
Az el6z6 feladatbeli allitas felhasznéalasaval igazolja tetszéleges X, Y halmazok-
ra, hogy ha a Gx és Gy szabad csoport izomorf egymassal, akkor | X| = |Y].

7.4. Feladat. (2 pt.)

Legyen M = (m;;) egy Z f6lotti n x n-es matrix. Tekintsiik az y; = Z;”:l mi;x;
(1t =1,2,...,n) elemeket az Ax (X = {z1,22,...,2,}) szabad Abel-csoport-
ban. Mutassa meg, hogy {y1,%2,...,yn} pontosan akkor szabad generator-
rendszer A x-ben, ha M determinansa +1.

7.5. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy az Ax (X = {z1,29,...,%n,...}) szabad Abel-csoport
minden részcsoportja szabad Abel-csoport.

7.6. Feladat. (1 pt. el¢adta N. Gy6z6)
Tekintsiik a kovetkezs végesen generalt Abel-csoportokat:
(1) C x 036 X 054 X C,
2) C4 x Cg x C x Cg x Cy,
) C5X024X03XC4XCXCQ,
) CQXCXCngCQXCQ7><C,
) CXCSX012><C3()XC,
) C x CG() X C24.
(a) Irja fel a megadott csoportokat az alaptétel elsé és masodik forméajaban
megadott alakban.
(b) Déontse el, hogy vannak-e izomorfak a megadott csoportok kozott.

7.7. Feladat. (1 pt. el6adta H. Adam)
Igaz-e, hogy egy nemtrividlis Abel-csoport pontosan akkor direkt felbonthatat-
lan, ha végtelen vagy primhatvanyrendt ciklikus csoport.
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