
MM4122/2: CSOPORTELMÉLET GYAKORLAT
(2007.05.11)

1. Ismétlés

február 8.�február 15.

1.1. Feladat. (2 pt. közösen megbeszéltük)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Egy csoport rendelkezhet egynél több egységelemmel.
(2) Bármely két háromelem¶ csoport izomorf egymással.
(3) Egy csoportban bármely axb = c alakú egyenletnek pontosan egy meg-

oldása van x-re nézve.
(4) Az üres halmazon értelmezhet® olyan kétváltozós m¶velet, amellyel az

csoportot alkot.
(5) Minden legfeljebb 5-elem¶ csoport Abel-féle.
(6) Minden csoport önmagának részcsoportja.
(7) Ha a valós számok egy részhalmaza csoportot alkot az összeadásra néz-

ve, akkor csoportot alkot a szorzásra nézve is.
(8) Van olyan n-elem¶ csoport, melynek pontosan 2n darab részcsoportja

van.
(9) Izomor�ától eltekintve pontosan egy darab 10-elem¶ csoport van.

(10) D3-nak pontosan 6 részcsoportja van.

1.2. Feladat. (2 pt. közösen megbeszéltük)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Van olyan nemtriviális csoport, amelyben minden elem generátorelem.
(2) Van olyan nemtriviális ciklikus csoport, amelyben pontosan egy elem

generátorelem.
(3) Egy 12-elem¶ ciklikus csoportnak 11 olyan eleme van, ami generálja.
(4) Minden ciklikus csoport Abel-féle.
(5) Létezik olyan Abel-csoport, amely nem ciklikus.
(6) Legyen x̄ a Z20 ciklikus csoport olyan generátoreleme, amelyre 0 ≤ x ≤

19. Ekkor x vagy prímszám, vagy egyenl® 1-gyel.
(7) Bármely legalább harmadrend¶ ciklikus csoportnak van két különböz®

generátoreleme.
(8) Legyen H és H ′ két olyan csoport, amelyre H ∩H ′ 6= ∅. Ekkor H ∩H ′

részcsoportot alkot mind H-ban, mind H ′-ben.
(9) Van olyan végtelen ciklikus csoport, melynek legalább négy generátor-

eleme van.
(10) Van olyan véges ciklikus csoport, melynek pontosan négy generátorele-

me van.
(11) Z-nek pontosan egy végtelen részcsoportja van.
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1.3. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z®)
Melyik részcsoportot generálja a megadott A halmaz a G csoportban:

(1) G = S4, A = {(1 3), (1 2 3 4)};
(2) G = Z5 × S3, A = {(1, (1 2)), (2, (1 3))}.

1.4. Feladat. (1 pt. el®adta H. Ádám)
Melyik normálosztót generálja a megadott a elem a G csoportban:

(1) G = S4, a = (1 2 3 4);
(2) G = S4, a = (1 2 3);
(3) G = A5, a = (1 2 3).

1.5. Feladat. (2 pt.)
Rajzolja le a C12, V, S3, D4 és Ep∞ (p prímszám) csoportok részcsoporthálójá-
nak, illetve normálosztóhálójának Hasse-diagramját.

1.6. Feladat. (2 pt.)
Adja meg az el®z® feladatbeli csoportok összes valódi nemtriviális normálosz-
tója szerinti faktorcsoportját az elemeik felsorolásával és m¶velettáblázatával.
Minden faktorcsoporthoz keressen vele izomorf, de nem faktorcsoportként el®-
álló csoportot.

1.7. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy egy csoport részcsoporthálója pontos akkor lánc (azaz a
hálóban bármely két elem összehasonlítható), ha valamely p prímszámra a
csoport izomorf Ep∞ egy részcsoportjával.

1.8. Feladat. (2 pt. el®adta V. Edit)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Minden permutáció injektív leképezés.
(2) Egy leképezés akkor és csak akkor permutáció, ha injektív.
(3) Minden G csoport izomorf SG-nek egy részcsoportjával.
(4) Az S10 szimmetrikus csoportnak pontosan 10 eleme van.
(5) Az S3 csoport ciklikus.
(6) Pontosan két olyan n pozitív egész van, amelyre Sn Abel-féle.
(7) D3 izomorf S3-mal.
(8) Ha H az S9 csoport olyan részcsoportja, amely tartalmaz páratlan per-

mutációt, akkor H tartalmaz transzpozíciót is.
(9) A5-nek 120 eleme van.

(10) Pontosan három olyan n pozitív egész van, amelyre An Abel-féle.
(11) S9 minden eleme legfeljebb 14-edrend¶.
(12) A5 minden eleme legfeljebb 3-adrend¶.

1.9. Feladat. (2 pt. közösen megbeszéltük)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Minden végtelen csoportnak minden nemtriviális részcsoportja szerint
végtelen sok bal oldali mellékosztálya van.

(2) Minden csoportnak minden részcsoportja szerint ugyanannyi bal, il-
letve jobb oldali mellékosztálya van, és a mellékosztályok számossága
megegyezik.
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(3) Létezik olyan 64-edrend¶ csoport és annak olyan részcsoportja, amely-
nek pontosan 16 bal oldali mellékosztálya van.

(4) Minden prímrend¶ csoport ciklikus.
(5) Minden prímhatvány rend¶ csoport ciklikus.
(6) Tetsz®leges n ≥ 2 esetén An / Sn.
(7) Tetsz®leges G és H csoportokra létezik homomor�zmus G-r®l H-ba.
(8) Egy homomor�zmus akkor és csak akkor izomor�zmus, ha magja csak

az egységelemet tartalmazza.
(9) Létezik 6-odrend¶ csoportról 4-edrend¶ csoportba men® nemtriviális

homomor�zmus.
(10) Létezik 6-odrend¶ csoportról 5-ödrend¶ csoportba men® nemtriviális

homomor�zmus.
(11) Létezik véges csoportról végtelen csoportba men® nemtriviális homo-

mor�zmus.

1.10. Feladat. (2 pt. közösen megbeszéltük)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Tetsz®leges G és H csoportokra G×H ∼= H ×G.
(2) Z2 × Z5

∼= Z10.
(3) Z5 × Z4

∼= Z2 × Z10.
(4) Z12 × Z10 minden eleme legfeljebb 30-ad rend¶.
(5) Minden prímhatvány rend¶ Abel-csoport ciklikus.
(6) Ha egy Abel-csoport rendje 4 többszöröse, akkor tartalmaz olyan cik-

likus részcsoportot, amelynek rendje szintén 4 többszöröse.
(7) Ha egy Abel-csoport rendje 5 többszöröse, akkor tartalmaz olyan cik-

likus részcsoportot, amelynek rendje szintén 5 többszöröse.
(8) Ha egy Abel-csoport rendje 6 többszöröse, akkor tartalmaz olyan cik-

likus részcsoportot, amelynek rendje szintén 6 többszöröse.
(9) A Z2 × Z2 csoportnak pontosan 5 részcsoportja van.

(10) A Zn × Zm csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha n és m relatív
prímek.

(11) Tetsz®leges G és H csoportokra G ×H akkor és csak akkor Abel-féle,
ha G és H is az.

1.11. Feladat. (2 pt.)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Egy G csoport H részcsoportja szerinti bal oldali mellékosztályai akkor
és csak akkor alkotnak csoportot a komplexusszorzás m¶velettel, ha H
normálosztó G-ben.

(2) Abel-csoport minden részcsoportja normálosztó.
(3) Abel-csoport minden automor�zmusa identikus.
(4) Abel-csoport minden faktorcsoportja Abel-féle.
(5) Van olyan nem Abel-féle G csoport és annak olyan H normálosztója,

hogy mind H, mind G/H Abel-féle.
(6) Z/nZ ∼= Zn.
(7) S3-nak pontosan 3 normálosztója van.
(8) S4-nek pontosan 3 normálosztója van.
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(9) Q-nak pontosan 3 normálosztója van.
(10) D4-nek pontosan 3 normálosztója van.
(11) Z2 × Z3-nak pontosan 4 normálosztója van.

1.12. Feladat. (2 pt. el®adta Á. Sarolta)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Az R/Z csoportnak van másodrend¶ eleme.
(2) Az R/Z csoportnak van végtelen rend¶ eleme.
(3) Az R/Z csoportnak végtelen sok negyedrend¶ eleme van.
(4) Z6/[2̄] ∼= Z3.
(5) Tetsz®leges n ≥ 2 egész számra Sn/An ∼= Zn.
(6) Z6 direkt felbontható.
(7) Z4 direkt felbontható.
(8) Z direkt felbontható.
(9) Q direkt felbontható.

(10) Q∗ direkt felbontható.
(11) S3 × Z2 direkt felbontható.

1.13. Feladat. (1 pt. közösen megbeszéltük)
Adja meg a 18-adrend¶ ciklikus csoport összes felbontását nemtriviális részcso-
portjainak direkt szorzataként.

1.14. Feladat. (2 pt.)
Legyen A = {1, 2, . . . , n} valamely n természetes számra, és a (P(A);4) cso-
portot jelölje G.

(1) Mutassa meg, hogy G izomorf C2 n-edik direkt hatványával, és adjon
meg G-nek kételem¶ részcsoportok direkt szorzatára való felbontását.

(2) Az n = 3 esetben adja meg G-nek az összes kételem¶ részcsoportok
direkt szorzatára való felbontását.

2. Permutációcsoportok

február 16.�február 22.

2.1. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z®)
Adjon meg a természetes számok halmazán olyan permutációt, amelynek egyet-
len pályája van.

2.2. Feladat. (2 pt.)
Legyen A végtelen halmaz. Döntse el, hogy SA következ® részhalmazai közül
melyek alkotnak részcsoportot:

(1) a véges tartományú permutációk halmaza,
(2) a véges sok pályával rendelkez® permutációk halmaza,
(3) a végtelen sok triviális pályával rendelkez® permutációk halmaza.

Állítását minden esetben bizonyítsa be.

2.3. Feladat. (3 pt. el®adta H. Ádám)
Legyen A végtelen halmaz. Döntse el, hogy SA következ® részhalmazai közül
melyek alkotnak részcsoportot:
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(1) a véges sok triviális pályával rendelkez® permutációk halmaza,
(2) a véges sok nemtriviális pályával rendelkez® permutációk halmaza,
(3) a csak véges pályával rendelkez® permutációk halmaza.

Állítását minden esetben bizonyítsa be.

2.4. Feladat. (3 pt.)
Jellemezze azoknak a σ ∈ SA (A nemüres halmaz) permutációknak a pályáit,
amelyeknek van négyzetgyöke, azaz amelyekhez létezik olyan τ ∈ SA, amelyre
τ2 = σ.

2.5. Feladat. (1 pt. közösen megbeszéltük)
Döntse el, hogy tranzitívak-e az alábbi permutációcsoportok:

(1) GL(V ) ≤ SV , ahol V tetsz®leges vektortér;
(2) GL0(V ) ≤ SV \{0}, ahol V tetsz®leges vektortér és GL0(V ) = {φ|V \{0} :

φ ∈ GL(V )}.

2.6. Feladat. (1 pt. el®adta F. Lajos)
Döntse el, hogy tranzitívak-e az alábbi permutációcsoportok:

(1) Gm = {π ∈ SZ : m |xπ − x minden x ∈ Z-re}, ahol m ∈ N el®re adott;
(2) H = {ρg ∈ SRR : g ∈ RR és g-nek nincs zérushelye}, ahol ρg ∈ SRR

tetsz®leges x ∈ RR-hez xg ∈ RR-et rendeli.

2.7. Feladat. (2 pt. el®adta Á. Sarolta)
Határozza meg az S4 csoport összes tranzitív részcsoportját.

2.8. Feladat. (1 pt. el®adta V. Katalin és M. Miklós)
Határozza meg az L5 csoport összes minimális tranzitív részcsoportját.

2.9. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy az Sp (p prímszám) szimmetrikus csoportnak nincs olyan
valódi tranzitív részcsoportja, amely tartalmaz transzpozíciót.

2.10. Feladat. (3 pt.)
Milyen n természetes számokra létezik Q-val izomorf részcsoport Sn-ben?

3. Szabad csoportok, definiáló relációk

február 23.�március 8.

3.1. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Adja meg az alábbi f leképezés kiterjesztését homomor�zmussá a megadott F
szabad algebrára:

(1) f : {x, y} → (N; ln. k. o.), xf = 2, yf = 3; F = {x, y}+;
(2) f : {x, y} → Q, xf = −1, yf = i; F = G{x,y}.

3.2. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy

(1) N szabad félcsoport valamely egyelem¶ halmazon;
(2) Z szabad csoport valamely egyelem¶ halmazon;
(3) Rn szabad R feletti vektortér valamely n-elem¶ halmazon.

Határozza meg ezekben a szabad algebrákban az összes szabad generátorrend-
szert.
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3.3. Feladat. (2 pt. el®adta Á. Sarolta és M. Miklós)
Az alábbi G csoportnak adjon meg olyan egységelemet nem tartalmazóX gene-
rátorrendszerét, valamint keressen olyan H csoportot és f : X → H leképezést,
amely nem terjeszthet® ki ϕ : G→ H homomor�zmussá:

(1) G = S3,
(2) G = [1,

√
2] ≤ R,

(3) G = Ep∞ , p prímszám.

3.4. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Mutassa meg, hogy ha n ≥ 2, akkor Zn szabad Abel-csoport, de nem szabad
csoport.

3.5. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy Z(x1, . . . , xn) szabad egységelemes kommutatív gy¶r¶, de nem
szabad kommutatív gy¶r¶.

3.6. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy Q nem szabad Abel-csoport.

3.7. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg tetsz®leges X,Y halmazokra, hogy ha |X| = |Y |, akkor a GX

és GY szabad csoport izomorf egymással. [Ezért adott κ számosság esetén a
GX (|X| = κ) szabad csoportot szokás κ rangú szabad csoportnak nevezni és
Gκ-val jelölni.]

3.8. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy a G{x,y} szabad csoportban az xiyi (i ∈ N) elemek meg-
számlálhatóan végtelen rangú szabad csoportot generálnak.

3.9. Feladat. (1 pt. el®adta V. Edit)
Sorolja fel az [a, b | a2, b5, ab2ab2] csoport elemeit, és adja meg a csoport m¶-
velettáblázatát.

3.10. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z®)
Milyen �ismert� csoporttal izomorfak az alábbi csoportok:

(1) [a, b, c | a4, b2, c2, (ab)2, (bc)2, aca−1c−1],
(2) [a, b | a2ba, ba2].

3.11. Feladat. (2 pt. el®adta N. Gy®z®)
Tetsz®leges k,m, n ∈ Z egészekre mutassa meg, hogy az [a, b | am, bn, aba−1bk]
csoport véges.

3.12. Feladat. (2 pt.)
Bizonyítsa be, hogy minden véges csoport izomorf egy olyan [X | R] csoporttal,
ahol mind X, mind R véges.

3.13. Feladat. (1 pt.)
Milyen �ismert� csoporttal izomorfak az alábbi csoportok:

(1) [a, b | ab],
(2) [a, b | a4, b3, abab−1].

3.14. Feladat. (1 pt.)
Tekintsük a G = [a, b | a2ba3b] és a H = [u, v | uvu] csoportokat. Mutassa meg,
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hogy létezik olyan egyértelm¶en meghatározott ϕ : G → H homomor�zmus,
amelyre aϕ = v és bϕ = v−2u. Bizonyítsa be, hogy ϕ izomor�zmus.

3.15. Feladat. (2 pt. el®adta F. Lajos)
Bizonyítsa be, hogy az [a, b | a2, b2] csoport végtelen és nem kommutatív.

3.16. Feladat. (3 pt.)
Adja meg a V , illetve Q csoportokat de�niáló relációkkal oly módon, hogy
közülük egyik de�niáló reláció sem hagyható el, azaz bármelyik de�niáló reláció
elhagyásával olyan csoport adódik, amely nem izomorf az eredetivel.

3.17. Feladat. (2 pt. el®adta V. Katalin)
Bizonyítsa be, hogy az [a, b | a2b2a2b, ab2a4b−1a−1b−1, ba2ba−2b] csoport izo-
morf Z12-vel.

4. Csoportb®vítések, szemidirekt szorzat

március 16.�március 22.

4.1. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Keresse meg az összes ϕ : Z2 → AutS3 hatást, és minden esetben számolja ki
az (1̄, (1 3)) ∈ Z2 nϕ S3 elem rendjét. (Ismert, hogy AutS3 = InnS3.)

4.2. Feladat. (1 pt.)
Tekintsük azt a ϕ : Q∗ → Aut Q leképezést, amelyre tetsz®leges a ∈ Q∗ esetén
az aϕ automor�zmus az a-val való szorzás (azaz tetsz®leges a ∈ Q∗-ra és q ∈ Q-
ra q(aϕ) = qa).

(1) Mutassa meg, hogy aϕ valóban a Q csoport automor�zmusa, és ϕ a Q∗

csoport hatása Q-n.
(2) Vizsgálja meg, hogy kommutatív-e a Q∗ nϕ Q csoport, valamint hatá-

rozza meg a véges rend¶ elemeket, és adja meg a rendjüket.

4.3. Feladat. (1 pt. el®adta V. Edit)
Legyen G,H Abel-csoport, ϕ : G → AutH pedig G tetsz®leges hatása H-n.
Igazolja, hogy Gnϕ H pontosan akkor Abel-féle, ha ϕ triviális.

4.4. Feladat. (2 pt. el®adta M. Szilvia)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Ha H ≤ G, N / G és HN = G, akkor G ∼= H nϕ N valamely ϕ : H →
AutN homomor�zmusra.

(2) Tetsz®leges G,H ciklikus csoportok és ϕ,ψ : G → AutH homomor�z-
musok esetén Gnϕ H ∼= Gnψ H.

(3) Dn el®állítható nemtriviális szemidirekt szorzatként.
(4) Q el®állítható nemtriviális szétes® b®vítésként.
(5) Z6 el®állítható nemtriviális szemidirekt szorzatként.
(6) Egyszer¶ csoportok nem állíthatók el® nemtriviális szemidirekt szorzat-

ként.
(7) Ciklikus csoportok szemidirekt szorzata ciklikus.
(8) Véges G és H csoportok esetén a (g, h) ∈ GnϕH elem rendje többszö-

röse a g ∈ G elem rendjének.

4.5. Feladat. (1 pt. el®adta Á. Sarolta és V. Katalin)
Milyen �ismert� csoporttal izomorfak az alábbi szemidirekt szorzatok:
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(1) Z2 nϕ Z3, ahol ϕ : Z2 → Aut Z3 az a homomor�zmus, ami 1-hoz az
inverzképzést rendeli;

(2) Z3nϕ (Z2×Z2), ahol ϕ : Z3 → Aut(Z2×Z2) olyan homomor�zmus, ami
1-hoz olyan automor�zmust rendel, amely Z2×Z2 minden másodrend¶
elemét mozgatja.

4.6. Feladat. (2 pt. el®adta M. Miklós)
Izomorfak-e egymással az alábbi szemidirekt szorzatok:

(1) Z6 × Z3 és Z6 nϕ Z3, ahol ϕ : Z6 → Aut Z3 az a homomor�zmus, ami
1-hoz az inverzképzést rendeli.

(2) Z2nϕA4 és S3nψ (Z2×Z2), ahol ϕ : Z2 → AutA4 az a homomor�zmus,
ami 1-hoz az (1 2) transzpozíció által S4-en indukált bels® automor�z-
mus A4-re való megszorítását rendeli, ψ : S3 → Aut(Z2 × Z2) pedig
olyan izomor�zmus, amire teljesül a következ®: van olyan bijekció az
{1, 2, 3} halmazról Z2 × Z2 másodrend¶ elemeinek A halmazára, hogy
az általa meghatározott κ : S3 → SA izomor�zmusra (πψ)|A = πκ tet-
sz®leges π ∈ S3 esetén.

4.7. Feladat. (3 pt.)
Izomorfak-e egymással az alábbi szemidirekt szorzatok:

(1) Z6 nϕ Z4 és Z4 nψ Z6, ahol ϕ : Z6 → Aut Z4 és ψ : Z4 → Aut Z6 is az a
homomor�zmus, ami 1-hoz az inverzképzést rendeli (rendre a megfelel®
csoportokban).

(2) Z2 nϕ Z6 és Z2 × S3, ahol ϕ : Z2 → Aut Z6 az a homomor�zmus, ami
1-hoz az inverzképzést rendeli.

4.8. Feladat. (1 pt.)

(1) Bizonyítsa be, hogy tetsz®leges háromnál több elem¶ T test esetén a
GL(T, 2) általános lineáris csoport izomorf az SL(T, 2) speciális lineáris
csoportnak a T ∗ = (T \ {0}; ·) csoporttal vett szemidirekt szorzatával.

(2) Adjon meg két különböz® olyan ψ hatást, amelyre T ∗ nψ SL(T, 2) ∼=
GL(T, 2).

4.9. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z®)
El®állnak-e nemtriviális módon szemidirekt szorzatként az alábbi csoportok?
Ha igen, akkor adjon meg ilyen el®állítást, és adja meg a hozzá tartozó indukált
hatást.

(1) (Z; +),
(2) Ln, n ∈ N.

4.10. Feladat. (2 pt. el®adta M. Miklós)
Mutassa meg, hogy tetsz®leges n ∈ N, n ≥ 3 esetén van olyan nemtriviális ϕ
hatás, hogy D2n izomorf C2 nϕ Dn-nel.

4.11. Feladat. (2 pt.)
Legyen G tetsz®leges csoport, α : G→ AutG pedig az a homomor�zmus, amely
minden elemhez az általa indukált bels® automor�zmust rendeli. Igazolja, hogy
Gnα G két, a G csoporttal izomorf normálosztójának direkt szorzata.

4.12. Feladat. (2 pt.)
Adja meg az [a, b | aba−1b] csoportot nemtriviális szemidirekt szorzatként.
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4.13. Feladat. (3 pt.)
Legyen H = [a] n-edrend¶ ciklikus, K pedig tetsz®leges csoport. Tekintsünk
olyan ϕ,ψ : H → AutK hatásokat, amelyekre van olyan k ∈ Z, hogy aψ =
(aϕ)k.

(1) Igazolja, hogy ha ln. k. o.(k, n) = 1, akkor H nϕ K ∼= H nψ K.
(2) Vizsgálja meg, hogy érvényes-e az el®z® állítás megfordítása.

5. Konjugálás, normalizátor, centralizátor, kett®s

mellékosztályok, Sylow-tételek

április 10.�április 20.

5.1. Feladat. (1 pt. el®adta H. Ádám)
Határozza meg az S3 csoportban az (1 2), illetve az (1 2 3) elemek normalizá-
torának elemszámát.

5.2. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Legyen G csoport, H,K pedig két részcsoportja. Mutassa meg, hogy ha H és
K egymás konjugáltja, akkor ugyanez igaz az NG(H) és az NG(K) részcsopor-
tokra.

5.3. Feladat. (1 pt. el®adta P. Jolán)
Adjon meg az A4 csoportnak egy Frobenius-felbontását a H = [(1 2 3)] és
K = [(1 3 4)] részcsoportok szerint. A felbontás minden tagjáról állapítsa meg,
hogy hány H szerinti jobb oldali és hány K szerint bal oldali mellékosztályból
áll.

5.4. Feladat. (2 pt. el®adta Á. Sarolta)
Döntse el, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és melyek hamisak, és
választását minden esetben egy-egy mondattal indokolja. Minden állításnál p
prímszámot jelöl.

(1) Véges csoportban az azonos rend¶ p-részcsoportok konjugáltjai egy-
másnak.

(2) Véges G Abel-csoportban minden p | |G| prímszámra pontosan egy
p-Sylow-részcsoport van.

(3) Tetsz®leges H ≤ G részcsoportra NG(H) / G.
(4) Tetsz®leges H ≤ G részcsoportra H / NG(H).
(5) A G csoport P p-Sylow-részcsoportja akkor és csak akkor normálosztó

G-ben, ha P az egyetlen p-Sylow-részcsoport G-ben.
(6) Létezik olyan véges p-csoport, amelynek nincs p-Sylow-részcsoportja.
(7) Ha G Abel-csoport, akkor NG(H) = H tetsz®leges H ≤ G részcsoport-

ra.
(8) Véges csoport rendje akkor és csak akkor p-hatvány, ha minden elemé-

nek rendje p-hatvány.
(9) S3-ban a 2-Sylow-részcsoportok száma 3.

(10) Ha a G csoport rendje pkm, ahol p - m, akkor G p-Sylow-részcsoportjai-
nak száma m osztója.

(11) Tetsz®leges G csoport és H,K ≤ G esetén a G csoport H és K rész-
csoportja szerinti kett®s mellékosztályok azonos elemszámúak.
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5.5. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z® és M. Miklós)
Mutassa meg, hogy ha N nemtriviális normálosztó a G véges p-csoportban,
akkor N ∩ Z(G) 6= {1}.
5.6. Feladat. (3 pt.)
Igazolja, hogy egy G véges csoport bármely H valódi részcsoportjához létezik
olyan a ∈ G \H elem, amely egyetlen H-beli elemnek sem konjugáltja.

5.7. Feladat. (2 pt. el®adta M. Miklós)
Legyen G véges csoport és H,K két részcsoportja. Tekintsük G egy Frobenius-
felbontását H és K szerint. Az el®adáson tanult képlethez hasonlóan, amely e
felbontás ismeretében megadja a [G : K] indexet, adjon meg képletet a [G : H]
indexre.

5.8. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z®)
Határozza meg S4-ben a 2-Sylow-, illetve 3-Sylow-részcsoportok számát.

5.9. Feladat. (2 pt.)
Legyen G véges csoport, N normálosztó, P pedig Sylow-részcsoport G-ben.
Igazolja, hogy N ∩ P Sylow-részcsoport N -ben.

5.10. Feladat. (1 pt. el®adta M. Szilvia és V. Edit)
Mutassa meg, hogy minden

(1) 200-adrend¶,
(2) 260-adrend¶

csoportnak van normális Sylow-részcsoportja.

5.11. Feladat. (2 pt. el®adta V. Katalin)
Mutassa meg, hogy minden

(1) 56-odrend¶,
(2) 1365-ödrend¶ (1365 = 3 · 5 · 7 · 13)

csoportnak van normális Sylow-részcsoportja.

5.12. Feladat. (2 pt. el®adta H. Ádám és Á. Sarolta)
Igazolja, hogy a p2q-adrend¶ csoportokban, ahol p, q különböz® prímek, van
normális Sylow-részcsoport.

5.13. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy ha egy p3q-adrend¶ G csoportban, ahol p, q különböz®
prímek, nincs normális Sylow-részcsoport, akkor p = 2, q = 3 és G izomorf
S4-gyel.

5.14. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy egyetlen p páratlan prím és k pozitív egész esetén sincs 4pk rend¶
egyszer¶ csoport.

5.15. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy nincs 120-adrend¶ egyszer¶ csoport.

5.16. Feladat. (3 pt.)
Határozza meg izomor�ától eltekintve az összes 12-edrend¶ csoportot.

5.17. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Mutassa meg kett®s mellékosztályok alkalmazásával, hogy egy csoport bármely
H,K véges részcsoportjára |HK| = |H||K|/|H ∩K|.
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5.18. Feladat. (2 pt.)
Igazolja kett®s mellékosztályok alkalmazásával, hogy ha K a G csoport véges
index¶ részcsoportja, akkor G bármely H részcsoportjára H ∩K véges index¶
H-ban, és [H : H ∩K] ≤ [G : K].

5.19. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Igazolja, hogy ha a G csoportban a H és K részcsoport olyan, hogy H ∩ K
triviális és H ⊆ NG(K), K ⊆ NG(H), akkor tetsz®leges h ∈ H és k ∈ K
esetén hk = kh.

5.20. Feladat. (2 pt.)
Bizonyítsa be, hogy ha a G csoport centruma triviális, akkor CAutG(InnG) és
Z(AutG) is triviális.

5.21. Feladat. (3 pt.)
Egy véges csoportot Frobenius-csoportnak hívunk, ha van olyan H nemtriviális
részcsoportja, amelyre H ∩ g−1Hg = {1} teljesül minden g ∈ G \ H elem
esetén. Tegyük fel, hogy H ilyen részcsoport a G véges csoportban. Bizonyítsa
be, hogy

(1) ln. k. o.(|H|, [G : H]) = 1,
(2) ha [G : H] p-hatvány valamely p prímre, akkor G p-Sylow-részcsoportja

normálosztó G-ben.

6. Nilpotens és feloldható csoportok

április 23.�május 17.

6.1. Feladat. (1 pt.)
Döntse el, hogy nilpotensek-e az alábbi csoportok:

(1) Sn (n ∈ N),
(2) Dn × Z (n ∈ N, n ≥ 3),
(3) (Z; ◦), ahol k ◦m = k + (−1)km (k,m ∈ Z).

6.2. Feladat. (1 pt.)
Döntse el, hogy nilpotensek-e az alábbi csoportok:

(1) Dn (n ∈ N, n ≥ 3),
(2) Q,
(3) Z4 nϕ Z4, ahol ϕ : Z4 → Aut Z4 az a homomor�zmus, amely 1-hoz az

inverzképzést rendeli.

6.3. Feladat. (1 pt. el®adta P. Jolán)
Határozza meg a

(1) Q,
(2) S3

csoportok alsó és fels® centrális láncát.

6.4. Feladat. (2 pt.)
Határozza meg a D2k (k > 1) csoport alsó és fels® centrális láncát.

6.5. Feladat. (2 pt. el®adta V. Katalin)
Mutassa meg, hogy ha G véges nilpotens csoport és m | |G|, akkor G-ben
létezik m-edrend¶ részcsoport.
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6.6. Feladat. (2 pt.)
Igazolja a véges nilpotens csoportokra tanult struktúratétel alkalmazásával,
hogy véges nilpotens csoport minden részcsoportja és faktorcsoportja is nilpo-
tens.

6.7. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy tetsz®leges nilpotens csoport minden részcsoportja és fak-
torcsoportja is nilpotens.

6.8. Feladat. (2 pt.)
Legyen G véges nilpotens csoport és N minimális normálosztó G-ben. Mutassa
meg, hogy N ⊆ Z(G) és N prímrend¶.

6.9. Feladat. (2 pt. el®adta Á. Sarolta)
Adja meg a következ® csoportok kommutátorcsoportját:

(1) S4,
(2) A4,
(3) L5.

6.10. Feladat. (1 pt.)
Döntse el, hogy tetsz®leges G,H nilpotens csoportok és ϕ : G → AutH hatás
esetén a G nϕ H szemidirekt szorzat szükségszer¶en nilpotens-e. Ha igen,
bizonyítsa be, ha nem, adjon ellenpéldát.

6.11. Feladat. (1 pt. el®adta Á. Sarolta)
Döntse el, hogy feloldhatók-e az alábbi csoportok:

(1) An (n ∈ N),
(2) Z×Q,
(3) Ln (n ∈ N).

6.12. Feladat. (1 pt.)
Döntse el, hogy feloldhatók-e az alábbi csoportok:

(1) Sn ×Q (n ∈ N),
(2) Dn (n ∈ N, n ≥ 3),
(3) (Z; ◦), ahol k ◦m = k + (−1)km (k,m ∈ Z).

6.13. Feladat. (2 pt.)
Döntse el, hogy feloldhatók-e az alábbi csoportok:

(1) InnAn (n ∈ N),
(2) GA (A tetsz®leges halmaz).

6.14. Feladat. (1 pt.)
Határozza meg az alábbi csoportok kommutátorláncát:

(1) Zn × Sn (n ∈ N),
(2) (Z; ◦), ahol k ◦m = k + (−1)km (k,m ∈ Z).

6.15. Feladat. (2 pt.)
Határozza meg az alábbi csoportok kommutátorláncát:

(1) Dn (n ∈ N, n ≥ 3),
(2) Lp (p prímszám).
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6.16. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z®)
Mutassa meg, hogy ha p, q különböz® prímek, akkor minden pq-adrend¶ csoport
feloldható.

6.17. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy ha a G csoport M,N normálosztói olyanok, hogy G/M és G/N
feloldható, akkor G/(M ∩N) is feloldható.

6.18. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Keresse meg az alábbi csoportok összes kompozícióláncát:

(1) Z12,
(2) Q,
(3) D5.

6.19. Feladat. (1 pt. el®adta F. Lajos)
Keresse meg az alábbi csoportok összes kompozícióláncát:

(1) Z,
(2) D4,
(3) S4.

6.20. Feladat. (1 pt. el®adta H. Ádám)
Határozza meg (izomor�a erejéig) S5 és D6 kompozíciófaktorait.

6.21. Feladat. (2 pt. el®adta N. Gy®z® és V. Katalin)
Igazolja, hogy egy Abel-csoportnak pontosan akkor van kompozíciólánca, ha
véges.

6.22. Feladat. (2 pt. el®adta H. Ádám és N. Gy®z®)
Mutassa meg, hogy egy véges p-csoportnak minden kompozíciófaktora p-edren-
d¶ ciklikus csoport.

6.23. Feladat. (3 pt.)
Legyen G véges nilpotens csoport, H pedig tetsz®leges részcsoportja. Mutassa
meg hogy G-nek van H-t tartalmazó kompozíciólánca.

6.24. Feladat. (3 pt.)
Legyen G véges p-csoport. Bizonyítsa be, hogy

(1) ha N minimális normálosztó G-ben, akkor N ⊆ Z(G) és |N | = p,
(2) G-nek van normálosztóiból álló kompozíciólánca,
(3) ha N olyan normálosztó G-ben, amelyre |N | = pi, akkor N ⊆ Zi(G).

7. Szabad Abel-csoportok,

a végesen generált Abel-csoportok alaptétele

május 11.�május 17.

7.1. Feladat. (1 pt. el®adta M. Szilvia)
Döntse el, hogy szabad Abel-csoportok-e a következ® csoportok:

(1) Z,
(2) Z× Z,
(3) Q,
(4) R∗,
(5) Ep∞ (p prímszám).
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7.2. Feladat. (2 pt. el®adta Á. Sarolta és M. Miklós)
Bizonyítsa be tetsz®leges X,Y halmazokra, hogy ha az AX és AY szabad Abel-
csoport izomorf egymással, akkor |X| = |Y |.

7.3. Feladat. (1 pt. el®adta M. Miklós)
Az el®z® feladatbeli állítás felhasználásával igazolja tetsz®leges X,Y halmazok-
ra, hogy ha a GX és GY szabad csoport izomorf egymással, akkor |X| = |Y |.

7.4. Feladat. (2 pt.)
LegyenM = (mij) egy Z fölötti n×n-es mátrix. Tekintsük az yi =

∑n
j=1mijxj

(i = 1, 2, . . . , n) elemeket az AX (X = {x1, x2, . . . , xn}) szabad Abel-csoport-
ban. Mutassa meg, hogy {y1, y2, . . . , yn} pontosan akkor szabad generátor-
rendszer AX -ben, ha M determinánsa ±1.

7.5. Feladat. (3 pt.)
Bizonyítsa be, hogy az AX (X = {x1, x2, . . . , xn, . . .}) szabad Abel-csoport
minden részcsoportja szabad Abel-csoport.

7.6. Feladat. (1 pt. el®adta N. Gy®z®)
Tekintsük a következ® végesen generált Abel-csoportokat:

(1) C × C36 × C54 × C,
(2) C4 × C6 × C × C8 × C2,
(3) C5 × C24 × C3 × C4 × C × C2,
(4) C2 × C × C18 × C2 × C27 × C,
(5) C × C8 × C12 × C30 × C,
(6) C × C60 × C24.

(a) Írja fel a megadott csoportokat az alaptétel els® és második formájában
megadott alakban.
(b) Döntse el, hogy vannak-e izomorfak a megadott csoportok között.

7.7. Feladat. (1 pt. el®adta H. Ádám)
Igaz-e, hogy egy nemtriviális Abel-csoport pontosan akkor direkt felbonthatat-
lan, ha végtelen vagy prímhatványrend¶ ciklikus csoport.


