MBX114E: Diszkrét matematika III.
(eladasvazlat, 2007. méajus 22.)

Maroti Miklos

6. POLINOMOK

A diszkrét matematika I és II targyakbol a kovetkezd fogalmakat kell tudni: gytird, gytrd
additiv csoportja, zéruseleme, és multiplikativ félcsoportja, egységelemes és kommutativ
gylrt, test, generalt részalgebra, egész szamok

Az eladéashoz ajanlott jegyzet:

o Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiadé, Szeged, 1999.
o Szendrei Agnes: Diszkrét matematika, Polygon Kiado, Szeged, 1994-2002.

6.1. Példa. A kovetkez6 algebrai strukturak gytirtk:

1) (R;+,-), (Q, ,), (C;+,-), és altalaban minden test,
+,-), (P;+,-) ahol P={2a:a € Z},

+ ) (modulo n maradékosztalyok),

); A\, N) tetszGleges U halmazra.
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T ™ 4, ) tetszoleges T testre,
R”X” +, ) tetsz6leges kommutativ R gyftirtire,
) test felettl egyvaltozos polinomok.
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6.2. Tétel. Tetszdleges R gydriben teljesiilnek a kévetkezd tulajdonsdgok:
1) 0-a=a-0=0 ahol 0 az R gyiri zéruseleme,

(
(2) (=a)b=a(-b) = —(ab),
(3) (a1 + -+ am)(bi+ - +by) =300, Y70 aib; (dltaldnos disztributivitds),
(4) (a+b)" =31 (7) - a'b™ " (binomidlis tétel).
6.3. Definicié. A T test folotti egyhatarozatlant polinomok az
ag+ a1z + -+ apx” (a; €7T)

formalis kifejezések, amelyek halmazat T'[x]-el jeldljiik. Ha a;41 = ajt2 = -+ = a, = 0,
akkor az ag 4+ a1 + - - - 4+ ana™ és ag + a1z + - - - + a;x° polinomokat egyenlSknek tekintjiik
(tehat a kezds zéro egyiitthatos tagokat figyelmen kiviil hagyjuk). Az a € T elemeket
konstans polinomoknak hivjuk.

6.4. Definici6. Legyen T test. Az f = a9+ ajz+ -+ + apa™ € T[x] polinom polinomfiigg-

vényén az
n
c) = Z a;c’ (ceT)
i=0

képlet szerint definialt f(x) : T — T leképezést értjiik.

6.5. Példa. A Zj test feletti f = 0 és g = o + 22 polinomokra f # g de f(z) = g(x). De
tetszéleges f, g € R[x] polinomokra f = g akkor és csak akkor, ha f(x) = g(x).

6.6. Definicié. Legyen T tetszdleges test és
f=ao+ax+- - +apa" € Tzl g="by+bix+ -+ bpz™ € T[]

Az f és g polinomok dsszegén az

max(n,m)

f+g= Z (a;i + b))z,

=0



polinomot értjiik, ahol a; = 0, illetve b; = 0 értends, ha ¢ > n, illetve ¢ > m. Az f és g
szorzatan az

n+m 7 .
fo=_ | D abi | "
i—0 \ j=0

polinomot értjik.

6.7. Tétel. Tetszdlges T test esetén T|x| kommutativ egységelemes gyirit alkot az elébb
definidalt miveletekkel, amit a T test feletli eqyhatdrozatlani polinomgyirinek hivunk.

6.8. Tétel. Tetszdleges T testre a T[x] polinomgyirit a konstanspolinomok és az x polinom
generdlja. A konstanspolinomok a T testtel izomorf résztestet alkotnak T'[x]-ben.

6.9. Definicié. Ha az f = ap + a1z + - - + ap2™ € T|x| polinomban a, # 0, akkor az n
szdmot az f polinom fokszaméanak és az a, elemet az f polinom fGegyiitthatdjanak hivjuk.
Az f polinomot fépolinomnak nevezziik, ha f féegyiitthatoja 1 € T. Tehat a 0 polinomnak
nincsen fokszama (se fGegyiitthatoja), de kényelmes lesz bevezetni a kovetkezd jeldlést:

X f fokszama, ha f #0,
deg f =
-1, ha f =0.

6.10. Tétel. Legyen T tetszdleges test és f, g € T|x] nemzérd polinomok. Ekkor
deg(f + g) < max(deg f,degg) és deg(fg) =deg f+ degg.

6.11. Definicié. Az R gytriit zérusosztomentesnek nevezziik, ha barmely két 0-tol kiilon-
b6z6 elem szorzata 0-t6l kiilonbozs.

6.12. Kovetkezmény. Tetszdleges T test esetén T'|x| zérusosztomentes.

6.13. Tétel. Tetszdleges zérusosztomentes R gydriben teljesilnek a kivetkezd un. kancel-
lativ tulagdonsdgok:

(1) ha ac =bc és ¢ # 0, akkor a = b,

(2) ha ab=ac és a # 0, akkor b = c.

6.14. Definici6o. Legyen T tetszSleges test és f,g € T[z]. Azt mondjuk, hogy [ osztoja
g-nek, vagy g tobbszorose f-nek, és azt irjuk, hogy f | g, ha van olyan h € T'[z] polinom,
amelyre fh = g.

6.15. Tétel. Tetszdleges T test feletti T[x] polinomgyiriben teljesilnek a kovetkezd osztha-
tosagi tulajdonsdgok:

M 17,
(2) ha f|g ésg|h, akkor f | h,

(3) ha f|g ésg]| f, akkor f = cg valamely c € T \ {0} elemre,
() 1] fés 10,

(5) 0| f akkor és csak akkor, ha f =0,

(6) f |1 akkor és csak akkor, ha f € T\ {0},

(7) ha f|g és f|h, akkor f|g+h és f|g—h,

(8) ha f|g és h|p, akkor fh | gp,

(9) ha fh|gh ésh #0, akkor f | g.
(10) ha f | g és g # 0, akkor deg f < degg.

6.16. Definicié. Az f és g polinomok asszocialtak, ha f|g és g|f, amelyet az ~ relacioval
jeloliink.

6.17. Kovetkezmény. Az asszocidltsig ekvivalenciareldcid a polinomok halmazdn. A 0 poli-
nomhoz semelyik mdsik polinom sem asszocidlt. A {0} osztdlyt kivéve minden asszocidltsdgi
osztdlyban pontosan eqgy fépolinom van.



6.18. Definicié. A h polinom az f, g polinomok legnagyobb kozos osztoja, ha

(1) h | f és h| g (azaz kozos 0szt0), és

(2) hap| f ésp|g, akkor p | h (azaz minden kozos oszténak a tobbszorose).
Hasonl6an, a h polinom az f, g polinomok legkisebb kdzo6s tobbszordse, ha

(1) f|heésg|h (azaz kozos tobbszoros), és

(2) ha f|pésg]|p, akkor h | p (azaz minden kozos tobbszorosnek az osztdja).

6.19. Tétel. A legnagyobb kozis 0szto (€és a legkisebb kozis tobbszirds) asszocidltsdg erejéig
egyértelmien meghatdrozott. Tehdt, ha h az f és g polinomok legnagyobb kiozds osztdja,
akkor h minden asszocidltja is legnagyobb kozds oszto és rajtuk kivil nincs mds legnagyobb
kbz0s oszto.

6.20. Definicié. Az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat Inko( f, g)-vel jeldljik, és
altalaban nem azt irjuk, hogy h = Inko(f, g), hanem azt, hogy h ~ Inko(f, g). Hasonléan a
legkisebb kozos tobbszorost 1kkt(f, g)-vel jeloljiik.

6.21. Definicié. Az f és g polinomok relativ primek, ha Inko(f, g) ~ 1

6.22. Tétel. Legyen T test, f,g € Tx] és g # 0. Ekkor léteznek olyan egyértelmiien
meghatdrozott q,r € T[z] polinomok, amelyekre f = qg+1r és degr < degg. Ezt a miveletet
maradékos osztdsnak nevezziik, ahol f az osztandd, g az 0sztd, q a hdnyados és r a maradék.

6.23. Teétel (Euklideszi algoritmus). Bdrmely két f,g € T[z] polinomnak van legnagyobb
ké2z0s osztdja, amely a kévetkezd maradékos osztdsok elvégzésével megkaphato:

f=qg+mr (degr < degg)
g=qor1+ 12 (degra < degry)
1L =q3r2 + 713 (degrs < degra)
Ti—1 = ¢i+17i T Tit1 (degrit1 < degr;)

Az eljdards véges szdmaii lépés utdn véget ér, azaz létezik olyan n € N, hogy rpy1 = 0. A
legnagyobb kozés oszté az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko(f, g) ~ r,. Az eljdrds sordn
kapott egyenleteket visszafejtve olyan u és v polinomokat kapunk, hogy Inko(f, g) = fu+ gv.

6.24. Tétel. Bdrmely f,g,h € T[x] polinomra teljesiilnek az aldbbiak.

(1) Inko(Ilnko(f, g),h) ~ Inko(f,Inko(g, h)),

(2) Inko(f,g) ~ Inko(g, f),

(3) Wko(f1g) ~ f = £ |9,

(1) wko(f, ) ~ f,

(5) ko(0, 1) ~ /.

(6) Inko(1, 1) ~ 1,

(7) Inko(f,9) ~0 < f=g=0,

(8) Inko(f,g) ~ 1nk0(f +gh.9),

(9) Wko(f.g) - h ~ Inko( f, gh),
(10) Inko(f,g) # 0 = Inko(f/Inko(f,g),g/Inko(f,g)) ~ 1
(11) lnko(f, g) ~1 = Inko(f, gh) ~ Inko(f,h).

6.25. Kovetkezmény. Bdrmely f, g, h € T[z] polinomra teljesilnek az aldbbiak.

(1) halnko(f,g) ~ 1, f|h és g | h, akkor fg| h;
(2) halnko(f,g) ~ 1 és f | gh, akkor f | h;

(3) ha Inko(f,g) #0 és f | gh, akkor f/Inko(f,g) | h
6.26. Tétel. Tetszdleges f,g € T[x] polinomokra

1nk0(f7g) : lkkt(fv g) ~ fg
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6.27. Tétel. Tetszdleges adott f,g,h € T|x| polinomok esetén az fu+ gv = h diofantoszi
egyenlet akkor és csak akkor oldhatd meg az u,v € T[x] polinomokra nézve, ha Inko(f, g) | h.
Ha ug, vo egy megoldds, akkor az dltaldnos megoldds

g

Inko(f, 9)
ahol t € T[x] tetszdlegesen vdlaszthata.

U = ug + - t, V=1 - t,

~ Inko(f, g)

6.28. Definicié. Az a € T elem gyoke (mas szoval zérushelye) az f € T'[z] polinomnak, ha
f(a) =0.
6.29. Tétel (Bézout tétele). Bdrmely f € T[x] és a € T esetén

fla)=0 <= z—alf.

6.30. Tétel (Horner-médszer). Legyen f = apz™ + -+ + a1z + a9 € T[x] egy n-edfoki
polinom és ¢ € T. Ha a Horner-maddszerrel elkészitett tdbldazat alsé sordban dllé szamok
bny...,b1,by, azaz

bn = an,

biZbH_l-C—i-ai (i:n—l,...,O)
akkor by nem mds, mint az f-nek az x — ¢ polinommal valé osztdsakor keletkezd maradék,
bt 4 -+ box + by pedig ugyanezen osztds hdnyadosa:

f=(@—c) (bpa" 4+ box +by) + by.

6.31. Definici6. Az f € T[x] polinomnak az a € T elem k-szoros gydke, ha (z —a)* | f, de
(x —a)**! J f. A k € N szdmot az a gyok multiplicitasanak nevezziik.

6.32. Tétel. Alkalmazzuk a Horner-mddszert az f = apz™+---+a1x+ag € T[z] polinomra
és a c € T konstansra, majd egészitsik ki a tabldzatot egy wjabb, az eldzdnél eggyel révidebb
sorral a szokdsos Horner-mddszer szamoldsi szabdlydval. Folytassuk 1ijabb, egyre rovidebb
sorokkal, mig végiil eqy hdromszog alaki tdabldzatot kapunk:

an | no1 | ang |-+~ |az | a1 |ag|
c do
c d
c B
C dn—Q
C dn—l
c | dp

A tabldzat jobb szélén dtlosan elhelyezkedd szamok megadjdk annak a polinomnak az eqgyiitt-
hatoit, amelyet f-bdl az x — ¢ hatdrozatlanra vald dttéréssel kapunk (természetesen dy = f(c)
és dp, = ay):

anx” 4+ -+ a4+ ag =dp(x — )" + -+ di(x — ¢) + dp.
A tabldzatbol az is kiolvashatd, hogy ¢ hanyszoros gydke f-nek: az a legkisebb k egész, amelyre
d0:d1:-~-:dk,1:0 ésdk#o.

6.33. Definicié. A p € T'[z] polinom irreducibilis, ha legalabb elséfoku, és csak ugy bonthato
két polinom szorzatara, hogy az egyik tényez§ asszocidlt p-hez. Ekkor a masik tényez6
sziikségképpen asszocidlt 1-hez; az ilyen felbontést trivialis faktorizacionak nevezziik.

6.34. Definicié. A p € T[z| polinom prim, ha legalabb els6foku, és valahanyszor oszt6ja
egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezGjének.

6.35. Tétel. A prim és irreducibilis polinomok megegyeznek.
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6.36. Tétel. Legyen T tetszdleges test. Minden nemnulla f € T[x] polinom felirhaté, még-
pedig a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien,

f=apy-pn
alakban, ahol a € T \ {0} az f fdegyiitthatdja, p1,...,pn € T[x] pedig irreducibilis fépolino-
mok.
6.37. Tétel. Bdrmley test felett minden elsdfoki polinom irreducibilis.
6.38. Tétel. Ha f € T[x| irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincsen gyoke.

6.39. Tétel. Bdrmely test feletti mdsod- vagy harmadfoki polinom akkor és csak akkor
irreducibilis, ha nincs gyoke.

6.40. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds poli-
nomnak van gyoéke a komplexr szamok testében.

6.41. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoki polinomok az
1rreducibilisek.

6.42. Kovetkezmény. Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elsdfoki poli-
nomok szorzatdra bomlik. Ha f = apnx™ + -+ + a1z + a9 € Clz] ahol a,, # 0, akkor f-nek
multiplicitdssal szamolva pontosan n gydke van. Ha ezek a gyokdk aq,...,a, € C, akkor
f=an(x —aq) - (x — ay). Ezt nevezzik az f polinom gyoktényezds felbontdsdanak.

6.43. Tétel (Viete-formulak). Legyenek az n-edfoki f = 2™ + 12" 14+ +ax+ag €
Clx] fopolinom gyikei o, ..., oy (mindegyiket annyiszor feltintetve, amennyi a multiplici-
tisa). Ekkor fenndlnak a kovetkezd Gsszefiiggések:

—Qp-1 =01+ a2+ + Qp,

Ap—2 = Q1O + Q13 + - - + Qp_10p,

(—1)*ap_y = > Qi Qg+ Qs

1<d <ig << <n

(=1)"ap = a1ag - - auy,.
6.44. Tétel. Ha f € R[z] és ha f(z) = 0 valamely z € C komplex szimra, akkor f(z) = 0.

6.45. Kovetkezmény. Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis R[x]-ben,
ha elséfoki, vagy olyan mdsodfoki polinom amelynek nincs valds gydke.

6.46. Kovetkezmény. Minden pdratlan fokszdmai valds egyiitthatds polinomnak van valds
gyoke.

6.47. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = anz™+---+aix+ag egész egyiitthatds polinom, azaz

f € Zlz]. Ekkor f minden raciondlis gyike % € Q alaku, ahol p | ag és q | ay. Specidlisan,

egész egyitthatos fépolinom raciondlis gydkei mind egész szdmok.
6.48. Kovetkezmény. A legfeljebb harmadfoki Qlz]|-beli polinomokrdl eldonthetd, hogy
irreducibilisek-e.

6.49. Tétel (Schénemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = apz™ +
<o 4 a1 + ag egész egyiitthatds polinom, azaz f € Z[x]. Ha létezik olyan p primszdm,
amelyre p f an, p | an_1,...,0| a1, plao és p* [ao, akkor f irreducibilis Q[x]-ben.



