MM3106/1: ALTALANOS ALGEBRA GYAKORLAT
(2006.11.28)

1. ISMETLES
(SZEPTEMBER 5.—SZEPTEMBER 12.)

1.1. Feladat. (2 pt.)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok kozil melyek igazak és melyek hamisak, és
véalasztdsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) (a + bi) = a — bi tetsz6leges a,b € R szdmokra.

(2) 1 1—2) + (1 =) 4+ (1 —14)% =259,

(3) z = Z + U tetszbleges z,u € C szamokra.

(4) Zu =z - u tetszOleges z,u € C szamokra.

(5) Minden n > 1 egész és u € C\ {0} esetén a 2" = u egyenletnek
pontosan n megoldasa van.

(6) |z + u| < |z| + |u| tetszbleges z,u € C szdmokra.

(7) |(a+bi)"| = a™ minden n € N és a,b € R szdmokra.

(8) Tetszbleges u = r(cosp + ising) és v = s(cosy + isine) komplex
szdmokra uv = rs(cos(p — 1) + isin(p — ).

9) E, = U din Fas ahol Eyp, illetve P, az n-edik egységgyokdk, illetve

primitiv n-edik egységgyokok halmazat jeloli.
(10) [En \ Pu| = n — o(n).

1.2. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasdt minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) (Clz];+,-) integritastartomany.

Z15;-) Abel-csoport.
Z15; +) egységelemes félcsoport.
Z4, ,+) test.
;0) csoport, ahol NN = { f | f: N—>N}
Es ) Abel-csoport, ahol E5 = {e € C | % =1}.
Zg;+, -) integritastartomany.
R TXT, —|— -) integritastartomany.

(Z;+,-) gytiriben a paros szamok halmaza ide4l.
(10) A (Q[x]; +, ) gyliriiben a legaldbb masodfoki polinomok halmaza ideal.

1.3. Feladat. (2 pt.)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
véalasztdsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(2) (
(3) (
(4) (
(5) (NY
(6) (
(7) (
(8) (
(9) A

(1) Egész egyiitthatds polinom raciondlis gyokei mind egészek.
(2) Tetsz6leges f € Clx] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha nincs
gyoke.
(3) Ha az f € Q[z] harmadfokd polinomnak nincs raciondlis gyoke, akkor
irreducibilis Q[z]-ben.
1
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(4) Tetszbleges f € R[z| polinomnak a ¢ € R szam akkor és csak akkor
tobbszoros gyoke, ha f'(¢) = 0.

(5) Tetszbleges f € Q[z] polinom akkor és csak akkor egyenlé a nulla
polinommal, ha minden ¢ € Q elem gycke.

(6) TetszOleges f € Zr[x] polinom akkor és csak akkor egyenlé a nulla
polinommal, ha minden ¢ € Z7 elem gyoke.

(7) Ha az f € R[z] polinomnak a ¢ € C szdm gydke, akkor ¢ is az.

(8) Az 1+ 3+/2 algebrai szamnak az 1 — 3v/2 konjugéltja.

(9) Ha az f € Q[z] polinomnak az a + bv/2 € R szdm gydke valamely
a,b € Q esetén, akkor a — by/2 is gyoke.

(10) Létezik olyan K test és olyan legalabb masodfoku f € K|z| polinom,

amelyre f/ = 0.

1.4. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok kozil melyek igazak és melyek hamisak, és
véalasztdsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Az 22 — 3z + 5 polinom irreducibilis C
(2) Az 2% — 3z + 5 polinom irreducibilis R

(3) Az 2® — 3z + 5 polinom irreducibilis R

(4) Az 2® — 3z + 5 polinom irreducibilis Q

(5) Az 27 — 10023 + 35 polinom irreducibilis Q[z]-ben.
(6) Az 2® — x + 1 polinom irreducibilis Zz[x]-ben.

(7) ’

(8)
(9)

x]-ben.
x]-ben.
x]-ben.
x]-ben.

Az 23 — x 4 2 polinom irreducibilis Zs[x]-ban.
Z hanyadosteste Q.
Q hanyadosteste R.

(10) Q[z] hényadosteste Q(x).

1.5. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Dontse el, hogy az alabbi allitasok kozil melyek igazak és melyek hamisak, és
véalasztdsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Ha egy vektortérben van 4-elemi linearisan fiiggetlen vektorrendszer
és van 6-elemi generatorrendszer, akkor a vektortér 5 dimenzios.
(2) Véges dimenzids vektortérben egy generatorrendszer nem lehet valédi
részhalmaza egy linedrisan fliggetlen vektorrendszernek.
3) Az {1,/2} halmaz generatorrendszere a Q feletti R vektortérnek.
4) Az 1 és /2 szamok linedrisan fiiggetlenek a Q feletti R vektortérben.
5) Az 1 és /2 szdmok linedrisan fiiggetlenek az R feletti C vektortérben.
) Az {1,iv/2} halmaz bézist alkot az R feletti C vektortérben.
) Az {1, 2} halmaz bazist alkot az R feletti R(z) vektortérben.
) Tetszéleges K testre és A, B € K7 matrixokra |AB| = |BA.
) Tetszéleges K testre az A € K77 métrix akkor és csak akkor in-
vertalhato, ha |A| = 1.
(10) Az R?*2? halmaz a szokésos métrixdsszeadds és a valds skalarral vald
szorzas miiveletekkel 4-dimenzids vektorteret alkot R felett.

(
(
(
(6
(7
(8
(9

1.6. Feladat. (1 pt. eldadta H. Addm)
Csoportot alkot-e az R x (R \ {0}) halmaz a kdvetkez6 miivelettel:

(z,y) o (u,0) = (z + yu, yv).
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1.7. Feladat. (2 pt.)

Tekintsiik C azon részhalmazait, amelyekhez tartozé ponthalmazok a komplex
szamsikon egyenest alkotnak. Ezek koziil melyek alkotnak csoportot a szokédsos
Osszeadds, illetve a szokdsos szorzas miiveletre nézve?

1.8. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy az alabbi grupoidok csoportok:

(1) (P(A);A), ahol A tetsz6leges halmaz és A a szimmetrikus kiillonbség-
képzés miivelete;
(2) GL(K,n) = ({M € K™™ : |M| # 0};-), ahol K tetsz6leges test, n
1-nél nagyobb pozitiv egész, a mivelet pedig a szokdsos matrixszorzas;
(3) SL(K,n) = {M € K™ : |M| = 1};-), ahol K tetszlleges test, n
1-nél nagyobb pozitiv egész, a miivelet pedig a szokdsos matrixszorzas;
4) Q@ =({1,-1,4,—i,7,—j,k,—k};-), ahol a - miiveletet a kovetkez6 miive-
lettablazat definialja:
1 -1 i —i j -3 k —k
1 1 -1 @ —i j —j k —k
. . ik k
il i o—i -1 1 k -k —j j
il - i1 -1 -k k§ —j
il i = -k k-1 1 i —i
—il=i ik -k 1 -1 —i i
k|l ok —k  § —j —i i -1 1
k| -k k —5 i —i 1 -1
1.9. Feladat. (1 pt.)

Gytrit alkotnak-e az aldbbi halmazok a szokdsos Osszeaddsra és szorzasra
nézve:

(4) Zli)={a+bi € C:a,be Z}.
A gytrik esetében allapitsa meg, hogy integritdstartomanyok-e, féidealgytiriik-
e, illetve euklideszi gytiriik-e.
1.10. Feladat. (1 pt.)
Adja meg a kovetkezd integritdstartoméanyok hanyadostestét:
(1) Rlz],
(2) Z[V2] = {a+bV2 R a,be Z}.

1.11. Feladat. (2 pt. eléadta H. Szabolcs és H. Adém)
Doéntse el, hogy az aldabbi polinomok irreducibilisek-e a megadott polinom-
gyliriiben:
(1) 2° — 3z +9 € Q[z],
(2) 227 — 142* + 28 € Q[z],
(3) 23+ 2+ 1 € Zs[x],
(4) 2+ 22 — 2 +1 € Z3[x)].
1.12. Feladat. (2 pt.)
Legyen
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(1) K=Ré V =C,

(2) K=Q¢é V =R,

(3) K=QéV={a+b/2cR:a,bec Q},

4) K=QéV={a+biecC:a,beQ}.
Igazolja, hogy V vektorteret alkot K fOlott a szokasos Osszeadasra és a K-beli
elemekkel valé szokédsos szorzasra nézve. Tovabba dontse el, hogy V véges
dimenziés vektortér-e, és ha igen, akkor mekkora a dimenzidja.

1.13. Feladat. (3 pt.)
Legyen

(1) K = Zg ésV = ZQ(:E),

(2) K=QéV={a+b/3+ci+divV3eC:a,bc,deQ},

(B) K=QéV={a+bV2+cvVieR:a,bccQ}.
Igazolja, hogy V vektorteret alkot K folott a szokdsos Osszeadasra és a K-beli
elemekkel val6 szokasos szorzasra nézve. Tovabba dontse el, hogy V' véges di-
menzids vektortér-e, és ha igen, akkor mekkora a dimenziéja. Minden allitdsat
és észrevételét részletes bizonyitdssal tamassza ala.

1.14. Feladat. (3 pt.)

Legyen K tetszOleges test, n pedig 1-nél nagyobb egész. Bizonyitsa be, hogy
minden A € K™*" métrixhoz taldlhaté olyan nemzéré f € K[z] polinom,
amelyre f(A) = 0, és minden ilyen polinom t6bbszorose a legkisebb fokszamu
ilyen polinomoknak.

2. A CSOPORTOK ALAPTULAJDONSAGAI, SZIMMETRIACSOPORTOK
(SZEPTEMBER 5.—-SZEPTEMBER 19.)

2.1. Feladat. (1 pt. el6adta T. Déniel)
Definidljuk az R\ {0} halmazon a x miiveletet a kovetkez6képpen: xxy = |z|y.
Mutassa meg, hogy az (R \ {0}; %) grupoidra teljesiilnek a kovetkezok:
(1) asszociativ,
(2) van bal oldali egységeleme,
(3) minden bal oldali e egységelemre és tetszéleges x elemre 1étezik olyan
y elem, hogy =z xy = e,
(4) nem csoport.
Miért érdekes ez a példa?

2.2. Feladat. (1 pt. el6adta M. Miklés)
Igaz-e, hogy barmely csoport tetszéleges a, b, ¢, d, x,y elemére
(1) (zay)~' = (aby)"' = a =0,
(2) (abc)~t =a b tct,
(3) axb=cxd = ab = cd,
(4) abr =y = x=0b"ta"1y?
Allitésait bizonyitsa, vagy adjon ellenpéldat.

2.3. Feladat. (1 pt.)

Igaz-e, hogy barmely csoport tetszdleges a, b, x,y elemére

(1) zy=yz = 2 ly=yaz !,

(2) abc=1 = cab=1,
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(3) zab=c = ct=a"to a7
(4) zay =a = =y 17
Allitésait bizonyitsa, vagy adjon ellenpéldat.
2.4. Feladat. (2 pt. eléadta A. Sarolta és M. Miklés)
Bizonyitsa be, hogy barmely G csoportra ekvivalensek a koévetkezdk:
(1) G Abel-féle,
(2) tetszleges a,b € G elemekre (ab)? = a?b?,
(3) tetsz6leges a,b € G elemekre (ab)~! =a~1b71,
(4) tetszOleges a,b,c,d,x € G elemekre axb = cxd = ab = cd.
2.5. Feladat. (3 pt.)

Egészitse ki az alabbi miivelettablazatot Ugy, hogy csoport mivelettablazatat
kapja:

e a b x y =z
ele
a b e y
b
T z
Yy
z

Vaélasztasait minden esetben indokolja.

2.6. Feladat. (1 pt. el6adta J. Gabor és M. Mikl6s)
Adjon meg olyan alakzatot a sikban, amelynek
(1) szimmetriacsoportja 1-elemii,
(2) szimmetriacsoportja 2-elemii,
(3) szimmetriacsoportja 3-elemf,
(4) szimmetria- és mozgascsoportja is 4-elemfi,
(5) szimmetriacsoportja 4-elemii, mozgascsoportja pedig 2-elemii.
2.7. Feladat. (2 pt. el6adta M. Miklés)
frja le a kor mozgas- és szimmetriacsoportjat.
2.8. Feladat. (2 pt.)
Hény eleme van a szabalyos tetraéder mozgds-, illetve szimmetriacsoportjanak?

2.9. Feladat. (3 pt.)
Héany eleme van a kocka mozgés-, illetve szimmetriacsoportjanak?

2.10. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
A D, (n € N,n > 3) n-edfoku diédercsoportban jelolje a a koézéppont koriili
27 /n szogl forgatést, t pedig az egyik tengelyes tiikrozést.

(1) Bizonyitsa be, hogy D, = {id,a,d?,...,a" ' t,at,a’t, ..., a" " 't}.

(2) Hatdrozza meg, hogy a fent felsorolt elemek koziil melyikkel egyenlék a
kovetkezd elemek: ta, ta®, ... ta" ' tat, ta=2, (ata)?*®, (ta=1t)" L,
(ata3t=5q—1)10n—50,

2.11. Feladat. (3 pt.)
Hatarozza meg a kovetkez6 M. C. Escher altal rajzolt végtelen alakzatnak a

szimmetriacsoportjat. Az el6z6 feladathoz hasonléan irja le a szimmetridkat,
és azt, hogy hogyan szorozzuk 6ket.
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M. C. Escher: The study of regular division of the plane with reptiles.

3. PERMUTACIOK
(SZEPTEMBER 15.-SZEPTEMBER 26.)

3.1. Feladat. (1 pt. eléadta T. Edina)
Tekintsiik a kévetkezé permutdcidkat:

o — 1 23 45 6 7 3= 1 5 6 7
~\7 4 2 36 5 1)’ S\l 4 3 7)°
(1 2 3 45 67 5= 1 5 6 7
Tm\45 7126 3) S \3 7 6 2 1 5)°
Adja meg a kovetkez6 permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzataként:
CV, /87 77 57 ailv aﬁv (504)717 60471675717 an (n € N)a 511(’76)7117 (aﬁ)200652007'
3.2. Feladat. (2 pt.)

Legyen ¢ az A halmaz permutéacidja. Az a € A elem o szerinti pdlydjdn az
Ouo={ac" |nel}

halmazt értjiikk. Bizonyitsa be, hogy az A halmaz tetszdleges o permutacidja

esetén az { Oq» | a € A} halmaz osztilyozas A-n.

L ORI

3.3. Feladat. (2 pt.)
Adjon meg a természetes szamok halmazan olyan ¢ permutaciot, amelyre az

{ O | a € N} osztélyozdsnak egyetlen osztalya van.

3.4. Feladat. (2 pt.)
Hény olyan o € S5 permutéacié van, melyre |0y ,| = 37

3.5. Feladat. (2 pt. eldadta V. Katalin és A. Sarolta)
Oldja meg S7-ben az aldbbi egyenleteket:

(1) (123 4)0(34)=(2534),
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(2) (1234)0%(34)=(2534),
(3) (1234)0%(34)=(2534).

3.6. Feladat. (3 pt.)

Jellemezze azokat a o € 5, permuticidkat a paronként idegen ciklusokra bon-
tott alakjuk alapjan, amelyeknek van négyzetgyoke, azaz létezik olyan 7 € .S,,,
hogy 7% = 0.

3.7. Feladat. (3 pt.)

Bizonyitsa be, hogy S,, minden permutacidja felirhaté legfeljebb n — 1 transz-
pozicié szorzataként. Minden n természetes szamra keressen olyan o € S,
permutaciot, amely n — 1-nél kevesebb transzpozicio szorzataként nem irhaté

fel.

3.8. Feladat. (2 pt. el6adta N. Judit)

Legyen n € N, n > 2. Igazolja, hogy minden S,,-beli permutacié el6all
(1) az (1 2),(1 3),...,(1 n) transzpozicidk szorzataként;
(2) az (1 2) és (12 ... n) ciklusok szorzataként.

3.9. Feladat. (3 pt.)

Legyen n rogzitett, 1-nél nagyobb természetes szam. Bizonyitsa be, hogy ha
két Sp-beli ciklus felcserélhet6 egymassal, akkor mozgatott elemeik halmaza
vagy diszjunkt, vagy egybeesik.

3.10. Feladat. (1 pt. eléadta T. Déniel, A. Sarolta és M. Miklds)
Bizonyitsa be, hogy barmely ¢ € S,, permutaciéra o™ = id.

3.11. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy n > 2 esetén S, minden paratlan, illetve péaros per-
mutacidja felirhaté pontosan 2n — 3, illetve 2n + 8 transzpozicié szorzataként.

4. ELEMREND, RESZCSOPORT, GENERATORRENDSZER
(SZEPTEMBER 22.—OKTOBER 10.)

4.1. Feladat. (1 pt. eléadta M. Miklés)
Hatarozza meg az alabbi csoportok elemeinek rendjét:
(1) Zyn, n €N,
(2) Ry, p primszam,
(3) E, (a komplex n-edik egységgyokok multiplikativ csoportja), n € N.

4.2. Feladat. (1 pt. kozosen megbeszéltiik)
Hatéarozza meg az alabbi csoportok elemeinek rendjét:

(1) @,
(2) (P(A); ), A tetszbleges halmaz,
(3) Dy, neN, n>3.

4.3. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Mely elemeknek véges a rendje az alabbi csoportokban:

(1) Q,
(2) (C*a
3) Q
(4)

a kor szimmetriacsoportja.
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4.4. Feladat. (1 pt. kozosen megbeszéltiik)
Hatarozza meg 5, elemei rendjének maximumét n = 6,7 és 10 esetén.

4.5. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be a kovetkez6 allitasokat, vagy adjon rajuk ellenpéldat:

(1) Minden pédros rendii permutacié péaros.
(2) Minden péros permutéacié rendje paros.
(3) Minden pératlan rend( permutacié paros.
(4) Minden pératlan permutdci6 rendje paros.

4.6. Feladat. (2 pt.)
Részcsoportot alkotnak-e az aldbbi H halmazok a megadott G' csoportokban:

(1) G =C*, H = Ep~, p primszém, ahol
Ep~ ={u € C:van olyan k € Ny, amelyre W =1 }

(2) G=Sr, H={fecRR zf=ax+b:a,bcRéa#0},
(3)G=Sz,, H={fecZl zf=axr+b:ac€R,ébcZ,}, ncN.

n

4.7. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be a kovetkez6 allitasokat, vagy keressen rajuk ellenpéldat:

(1) Tetszbleges G csoport minden H, K részcsoportjara H U K < G.
(2) Tetszbleges G csoport minden H, K részcsoportjara H N K < G.
(3) Tetszbleges G csoport minden H, K részcsoportjara H A K < G.

4.8. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy S, minden részcsoportjiban vagy minden permutacié
paros, vagy a permutdcioknak pontosan a fele paros.

4.9. Feladat. (2 pt.)

Mutassa meg, hogy egy Abel-csoport legfeljebb masodrendii elemei részcsopor-
tot alkotnak. Adjon meg olyan Abel-csoportot, amelyben a legfeljebb harmad-
rendii elemek nem alkotnak részcsoportot.

4.10. Feladat. (2 pt.)
Adjon meg olyan (G, x) csoportot és olyan Hy, Hy, H3 C G halmazokat, melyek
azért nem részcsoportok, mert

(1) H, zért a x miiveletre és az inverzképzésre nézve, de nem tartalmazza
G egységelemét,

(2) Hs zart a x miiveletre nézve, tartalmazza G egységelemét, de nem zért
az inverzképzésre nézve,

(3) Hj zért az inverzképzésre nézve, tartalmazza G egységelemét, de nem
zart a *x miveletre.

4.11. Feladat. (2 pt. az els6 részt kozosen megbeszéltiik)
Az alabbi csoportokban keresse meg az 6sszes generdtorrendszert, és dontse el,
hogy melyek minimdlisak (a szokdsos tartalmazésra nézve).

(1) Ze,

(2) Ss,

(3) Q.
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4.12. Feladat. (2 pt. el6adta M. Miklés)
Hatarozza meg a kovetkezo csoportok Gsszes részcsoportjat, és rajzolja le annak
a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat, amelyet a részcsoportok
halmaza alkot a szokasos tartalmazasra nézve.

(1) Zqa,

(2) Ss,

(3) Dy.

4.13. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok
részcsoportja van.

4.14. Feladat. (3 pt.)
Mutassa meg, hogy a Q csoport minden végesen generalt részcsoportja ciklikus.

4.15. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy az Epje (p primszam) csoport minden valddi részcsoportja
ciklikus.

5. HOMOMORFIZMUS, 1ZOMORFIZMUS, CAYLEY-TETEL;
LAGRANGE-TETEL, NORMALOSZTO
(OKTOBER 5.~OKTOBER 17.)

5.1. Feladat. (1 pt. eléadta H. Adém)
Dontse el, hogy létezik-e olyan ¢ homomorfizmus, amely teljesiti az alabbi
feltételt (az 6t eset koziil elég harmat megoldania):
(1) ¢: Z— (P({0,1}); &), 31— {0},
(2) ¢: Z— (P({0,1}); A), 4 — {0},
(3) w1 Zy — Z3, 12,
(4) ¢: Zs — Zg, 2+ 2,
(5) v: Q@ — (P({0,1}); A), =1 — 0.
5.2. Feladat. (2 pt.)
Létezik-e
(1) Z3 — Zss,
(2) Zs — (P({0,1}); 1),
(3) 54 — S‘g,,
(4) Doo — Dy, (n>3)
injektiv, illetve nemtrividlis homomorfizmus. Itt D, az aldbbi végtelen alakzat
szimmetriacsoportjat jeloli:

. TTTTTTTTTTTTTTTTT -

5.3. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy az alabbi csoportok izomorfak-e egymaéssal:
(1) R3 és Ry,
(2) R15 és Zg,
(3) (P({0,1,2});1) és Q,
(4)

a kor szimmetriacsoportja és C*.
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5.4. Feladat. (2 pt.)
Dontse el, hogy az aldbbi csoportok izomorfak-e egymassal:

(1) a kor szimmetriacsoportja és Do,
(2) a kor mozgéscsoportja és E,
(3) a GL(Q, 2) csoport kovetkez6 két részcsoportja:

l1-n —n , . 1—-2n n ]
Gz{( " 1+n>.n€Z} és H_{<—4n 1+2n>.n€Z},

(4) Do és az aldbbi részcsoport GL(Q, 2)-ben:

{(g lf) cue {-1,1}, keZ}.

5.5. Feladat. (3 pt.)
Dontse el, hogy az aldbbi csoportok izomorfak-e egymassal:

(1) (Z[z]; +) és (Q*;),
(2) (@+) és (QF5).

5.6. Feladat. (3 pt.)
Adjon meg olyan részcsoportot a GL(RR, 2) csoportban, amely izomorf az aldbbi
csoporttal:
(1) Ly,
(2) Ss,
(3) Dy,
(4) Z,
(5) C*.
5.7. Feladat. (3 pt.)
Legyen p primszam. Adjon meg végtelen sok sziirjektiv, de nem injektiv endo-
morfizmust az Epe~ csoporton (azaz olyan Ej,~ — Ej,~ homomorfizmusokat,
melyek sziirjektivek, de nem injektivek).

5.8. Feladat. (1 pt. el6adta M. Miklés, T. Edina, H. Attila, V. Péter,
K. Tamads, J. Gébor és K. Richard)

Adja meg az alabbi G csoportok g elemének képét a G csoport Cayley-féle
adbrézolasanal:

(1) G:Z5,g:2,

(2) G_Z679_2)

(3) G = Dy, g = a (m/2 sz0gl forgatas),
(4) G = Dy, g =t (tengelyes tiikrozés),
(5) G=S3,9=(12),

(6) G= A4, g=(13)(24),

(1) G=1Z,9=1.

5.9. Feladat. (3 pt.)
Milyen m,n > 3 természetes szdmokra tartalmaz S,, az aldbbi csoporttal
izomorf részcsoportot:

(1) Zp,

(2) D,.
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5.10. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az alabbi G csoportoknak a megadott H részcsoportja szerinti
bal oldali, illetve jobb oldali mellékosztalyait. Dontse el, hogy H normaloszto-e
G-ben.
(1) G = Zus, H = 6]
(2) G = D5, H = {id, t}, ahol t egy rogzitett tengelyre vonatkozo titkrozés;
(3) G = D¢, H = {id, ¢}, ahol ¢ a kdzéppontos tikrozés.

5.11. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy ha H, K olyan véges részcsoportok valamely csoportban,
amelyek rendje relativ pirm egyméshoz, akkor H N K = {1}.

5.12. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be a kovetkez6 allitdsokat:

(1) Minden péros rendii csoportban van masodrendi elem.
(2) Minden 2n rendii Abel-csoport, ahol n paratlan szam, pontosan egy
masodrendil elemet tartalmaz.

5.13. Feladat. (3 pt.)
Izomorfia erejéig hatarozza meg az Gsszes legfeljebb hatelemii csoportot.

5.14. Feladat. (2 pt.)

Hatarozza meg a kovetkezd csoportok Osszes normélosztéjat, és rajzolja le an-
nak a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat, amelyet a normélosztok
halmaza alkot a szokasos tartalmazasra nézve.

(1) S3,
(2) @,
(3) D,
(4) As.
5.15. Feladat. (2 pt.)

Keresse meg a D,, (n > 3) csoport sszes valédi, nemtrividlis normaélosztdjat.

6. FAKTORCSOPORT, DIREKT SZORZAT, DIREKT FELBONTHATOSAG
(OKTOBER 30.-NOVEMBER 14.)

6.1. Feladat. (1 pt.)

Keresse meg a kvaterniécsoport Osszes valédi, nemtrividlis norméalosztéjat, és
adja meg elemeikkel a hozzajuk tartozé faktorcsoportokat. Tovabba hatarozza
meg izomorfiatdl eltekintve a kvaternidcsoport Osszes, paronként kiilonbozo
homomorf képét. Igyekezzen minél egyszeriibb formaban megadni a homomorf
képeket.

6.2. Feladat. (2 pt.)
Hatérozza meg izomorfiatdl eltekintve a D,, (n > 3) csoport Osszes, paronként
kiilonb6z6 homomorf képét, tovabba adja meg, hogy milyen ismert csopor-
tokkal izomorfak ezek.

6.3. Feladat. (1 pt. el6adta V. Edit)

Hatarozza meg, hogy a megadott G csoport, H részcsoportja és N normaloszté-
ja esetén mely két csoport izomorfidjat allitja az 1. izomorfiatétel. A két cso-
portot elemeikkel adja meg.
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(1) G=1Z¢, H=13], N=12];
(2) G=Sy, H={me Sy:4n =4},

N ={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}
3) G=Q, H=[i], N =][j].

6.4. Feladat. (1 pt. kozosen megbeszéltiik)
Hatarozza meg, hogy a megadott G csoport és K, N (K > N) normélosztéja
esetén mely két csoport izomorfidjat allitja a 2. izomorfiatétel. A két csoportot
elemeikkel adja meg.

(1) G=Z,K = [3]7 N = [6]7

(2) G=5y, K=A4, N={id, (1 2)(34),(13)(24),(14)(23)};

(3) G=Q* K ={p/q:p,q paratlan egész }, N = {1, —1}.

6.5. Feladat. (1 pt. eldadta G. Gyorgy)
Igazolja, hogy tetszéleges n € N esetén SL(C,n) < GL(C,n), valamint a
GL(C,n)/SL(C,n) faktorcsoport izomorf a C* csoporttal.

6.6. Feladat. (2 pt.)
Legyen p primszam. Hény p-edrendii részcsoportja van Z, n-edik direkt hat-
vanyanak?

6.7. Feladat. (1 pt. részben megbeszéltiik)
Igazolja, hogy ha A n-elemii halmaz, akkor a (P(A);A) csoport izomorf Zs
n-edik direkt hatvanyaval.

6.8. Feladat. (1 pt. eléadta M. Miklds)
Hatarozza meg, hogy izomorfidtdl eltekintve hany olyan Abel-csoport van,
amelynek rendje
(1) 30,
(2) 32,
(3) 100,
(4) 1500.
6.9. Feladat. (1 pt. eléadta M. Miklds)
Dontse el, hogy igazak-e vagy sem a kovetkez6 izomorfidk:
(1) D3 = Z2 X Zg,
(2) 54 = 5'3 X Z4,
(3) Z4 = ZQ X ZQ,
(4) ZG X Z4 = Z12 X ZQ,
(5) Zl5 X Zg = Z27 X Z5.

6.10. Feladat. (2 pt.)

(1) Mutassa meg, hogy Dg = D3 x Zs.
(2) Vizsgédlja meg, hogy mely diédercsoportok direkt felbonthatok.

6.11. Feladat. (1 pt. eléadta A. Sarolta)
Dontse el, hogy az alabbi csoportok direkt felbonthatdk-e:
(]-) Zu Z37 ZG7 Z9a

(2) @;
(3) Sn (n>2).
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6.12. Feladat. (2 pt.)
Dontse el, hogy az aldbbi csoportok direkt felbonthatdk-e:

(1) Q,

(2) QF,

(3) Ep= (p primszam).
6.13. Feladat. (3 pt.)
Legyenek G, H és K véges Abel-csoportok. Mutassa meg, hogy ha G x K =
H x K, akkor G =2 H. lIgaz-e az allitas tetszOleges csoportokra? Ha igen,
bizonyitsa be, ha nem, adjon ellenpéldat.

6.14. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy R direkt felbonthaté. Keresse a felbontast Q x G alakban,
ahol G < R.

7. GYURUK
(NOVEMBER 10.-NOVEMBER 28.)

7.1. Feladat. (1 pt. el6adta V. Edit)
Dontse el, hogy az aldbbiakban megadott I halmaz idedlt alkot-e a jelzett R
gylriiben:
(1) R=12Z[i), I =7;
(2) R=2Z[i|, I ={a+bi:a,be 27}
(3) R=2Z[z], I ={ana™ + ...+ a1x +ap: 3|ag}-
Ha igen, akkor adja meg az R/I faktorgytir(i elemeit és miivelettablazatait.

7.2. Feladat. (1 pt. el6adta M. Miklés)
Dontse el, hogy a megadott gytriik kézotti leképezések homomorfizmusok-e:
(1) Z =7, kw— 4k;
(2) Zg — Zs, k — k;
(3) Zlx] = Zn, ao+ a1z + ...+ anx™ — ag + a1 + ... + ap;
(4) R™"™ — R, M — |M].
Ha a megadott leképezés homomorfizmus, akkor hatarozza meg a magjat, és
alkalmazza a homomorfiatételt.

7.3. Feladat. (2 pt. el6adta T. Edina)
Egy (R;+,-) egységelemes gyfirii alaphalmazan definidljuk a kovetkez& miive-
leteket:

adb=a+b—1 é aob=a+b—ab (a,b€eR).

Bizonyitsa be, hogy (R;®, o) is gytirii, és izomorf az (R;+,-) gyfriivel.
7.4. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy a kovetkezd gylirik nem izomorfak egymaéssal:

(1) Z[v2] és Z[V/5);

(2) Rés C.
7.5. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetszbleges (A;+) Abel-csoport endomorfizmusainak hal-
maza a kovetkezd Osszeadasra és a szokdasos leképezésszorzasra nézve gyurit
alkot:

d+1v: A— A alp+1Y) =ap+ ay (a € A).
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Milyen ‘ismert’ gytirtivel izomorf a Z, Z,, illetve Zy X Zo Abel-csoportok en-
domorfizmusainak gytriije?

7.6. Feladat. (2 pt.)

Legyen R olyan végtelen gytirii, amelynek additiv csoportja ciklikus. Igazolja,
hogy ha R nem zérégytirti, akkor R a dZ (d € N) gytiriik koziil pontosan eggyel
izomorf.

7.7. Feladat. (2 pt. el6adta M. Miklés)

Dontse el, hogy direkt felbonthaték-e a kovetkezd gytirtk:
(1) Z7 Z37 Z9> Zl5;
(2) Qlzl;
(3) 2%

7.8. Feladat. (3 pt.)
Legyen R egységelemes gylirii. Mutassa meg, hogy
(1) ha eq,e,...,e, olyan elemek R-ben, amelyek felcserélhet6k minden
R-beli elemmel, amelyekre Z?:l e; = 1, valamint 622 =e; és ejej =0
tetsz6leges 1 < i < j < n esetén, akkor R = (e1) @ (e2) B ... D (en);
(2) R minden felbontdsa véges sok idealjanak direkt dsszegére ilyen alaku.

7.9. Feladat. (3 pt.)

(1) Bizonyitsa be, hogy tetszéleges A halmazra (P(A); A,N) gytri. Mely
halmazok esetén lesz ez a gytri direkt felbonthatatlan?
(2) Direkt felbonthaté-e az R[z]/((x — 2)(x + 1)) gytri?

7.10. Feladat. (1 pt. kozosen megbeszéltiik)
Adja meg a Z,[x]/(f) (p primszém, f € Z,[x] irreducibilis) test aldbbi elemeit
u alakban, ahol u € Zy[z] fokszama kisebb, mint f-é:

_ —1 =
1) p=3, f=a3-2?-2-T;2+1 -z2-1;

(2) p=5, f=a"+z+1; (Z'x—§>_1.

7.11. Feladat. (1 pt. eléadta J. Gébor)
Irja fel egy 8-elemii és egy 9-elemii test miivelettablazatait.

7.12. Feladat. (2 pt.)
Adja meg a Zyoo gytlirti Osszes eléallitasat idedljainak direkt Osszegeként.

7.13. Feladat. (2 pt.)
Adjon meg olyan g € Zs[z] nemzérus polinomot, amelynek a Zs[x]/(z* 4+ z + 1)
test alabbi eleme gyoke:

(1) z+1;

(2) 22+ 2+ 1;

(3) z2 +1.

8. TESTEK
(NOVEMBER 30.-DECEMBER 12.)

8.1. Feladat. (1 pt.)
Allitsa elé a racionalis szdmtest aldbbi egyszerli algebrai bévitéseiben megadott
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elemek multiplikativ inverzét az adjungalt elem ‘kis kitevOs’ hatvanyainak
raciondlis egyiitthatds linedris kombinacidjaként:

(1) Q(V3); V3, 1-2v3;

(2) Q(V/2); /32, 3— V2 +2V/4

(3) Q(#); ¢, 1 —1.
8.2. Feladat. (1 pt.)
Legyen u a p € K|x]| n-edfokt irreducibilis polinom gyoke. Adja meg az aldbbi
a € K(u) elemeket az 1,u,u?,...,u" ! elemek K-beli egyiitthatékkal képezett
linearis kombindciéjaként:

(1) K=2, p=a?+a+1; (1+u)~, u’(l+u)

(2) K =Zy, p=a?+15 (1)1 + > 11w

(8) K=2Zs, p=2+z+1;ul, (u»+1)75.
8.3. Feladat. (1 pt.)

Keresse meg az iv/2, 2 4+ v/2 és i\/2 4+ v/2 szamok minimélpolinomjit C, R,
valamint Q folott.

8.4. Feladat. (3 pt.)
Keresse meg a V2 4+ V3, i +v2, ¥/2 + /4 szdmok minimélpolinomjat C, R,
valamint Q folott.

8.5. Feladat. (1 pt.)
Legyen K = Zy(u), ahol u az f € Zp[x] irreducibilis polinom gyoke. Keresse
meg a megadott K-beli elemek Z, f616tti minimalpolinomjat:

1) p=2, f=a*+z+1;u?+u, v®+1;

2)p=3, f=a*+22+2x+1Lu—1, v +u®+u.
8.6. Feladat. (1 pt.)
Algebrai-e a megadott a szdm a K test folott (ismert, hogy 7 transzcendens
szam):

(1) K=0Q, a=V7- V2 +iVT;

(2) K=Q, a=7?—m;

(3) K =Q(n?), a=n?

8.7. Feladat. (3 pt.)
Legyen a,b € C olyan, hogy b algebrai Q(a) folott, de transzcendens Q {6l6tt.
Bizonyitsa be, hogy a algebrai Q(b) folott.

8.8. Feladat. (1 pt.)

Héany n-edrendii elem van a K test multiplikativ csoportjaban:
(1) n =8, K = GF(9);
(2) n=15, K = GF(31);
3) n=4, K =C?

8.9. Feladat. (2 pt.)

Legyenek a és 3 rendre az 3 + 22+ 1 és 2° +x + 1 € Zz[z] polinomok gydkei.
Mutassa meg, hogy Zs(«) = Z2(), és adjon meg egy izomorfizmust.

8.10. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy a GF(p™) testnek pontosan egy p™-elemii részteste van n
minden m osztdjara.
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8.11. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy a valds szamok testének csak trividlis automorfizmusa van.



