Amikor a tanar (is) hibazik
MADER ATTILA!!

1. Bevezetés

Az egzaktsagardl ,hires" ¢és arra méltan biiszke matematikdban kiilondsen zavard
anomalidkkal, kovetkezetlenségekkel taldlkozni. Foleg tigy, hogy ezért a felelésség nem is a
matematikat, hanem a legtobb esetben annak hasznaléit terheli. Onnén makacssagunk, nem
(teljes mértékben) koriiltekinté fogalomhasznalatunk, illetve sokszor hanyag jeldléseink
hatdsara nem mindig azt mondjuk, amit szeretnénk, illetve mondandénk mésok szamara nem
feltétleniil jelenti azt, amit szdmunkra.

Ezért a tandri munka soran kiilonosen nagy karokat okozhat, ha nem figyeliink a pontos
fogalmazasra, illetve a helyes fogalomhasznélatra. Ha az alapok nem szilardak, nem 4ll biztos
labakon a rajuk épitett var sem.

Megprobaljuk harom szempont szerint csoportositani a hibdkat. Az egyik a rossz
fogalmazasbol, a masik a pontatlan fogalomhasznélatbdl adodo hibak csoportja lesz. Kiilon
csoportot képviselnek a jelolési hibak.

2. Rossz fogalmazasbol adédé hibak

A kérdéskor igen bonyolult. Nem egyértelmi, hogy mit is neveziink, nevezhetiink hibanak, és
hol huzddik a szubjektivitds, az egyéni izlés, a tandri kreatitvitas hatara.

2.1 [ZLESEK ES... (EGY FELADAT ES MEGJEGYZESE)

1. feladat Bizonyitsuk be, hogy ha a

felfelé¢ mend lanctort értéke 0, akkor m egy gyoke lesz a

bx"+b,x"" +...+bx+b _ =0
egyenletnek.

<< POLYGON, XV./2.,2007. JUNIUS, POLYGON KIADO, SZEGED >>

Megjegyzés. A feladat szovegében az ,.egy" fOlosleges és zavard; a ,lesz" is
folosleges.

""'SZTE TTIK Bolyai Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanuk tere 1., SZTE Sagvari Endre Gyakorlé Gimnazium,
6722 Szeged, Szentharomsag u. 2., Tomorkény Istvan Gimnazium és Mivészeti Szakkozépiskola, 6720 Szeged,
Tomorkény utca 1., madera@math.u-szeged.hu
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2.2 SZAMITSUK KI!

E16, hasznélatban 1év6 példatarakbol, tankonyvekbdl szarmaznak a kovetkezd példak:

=  Szamitsuk ki v6"°%6° 1

1
*  Mivel egyenld 1021g4 ?
*  Mennyi a pontos értéke lg\/2_8+lg8+3-1g5+lg\/175 —1g7?
=  Mennyi (-3)" ?
= Hozza egyszeriibb alakra a kdvetkez6 kifejezést /5" |

» Hozza a lehetd legegyszertibb alakra a kdvetkezo kifejezést
logs15+1log,35—1og, 21!

Milyen valaszt fogadunk el az eldbbi kérdésekre? Mit értiink azon, hogy ,,pontos érték",
mit jelent egy ilyen kifejezés ,,kiszamitdsa"? Hasonlo kérdések esetén elfogadhatok a kovet-
kez tipusu valaszok?

=  sin30°

. L
V2

* log, 3’

*  log,8

Biztosak vagyunk abban, hogy didkjaink is az altalunk megszokott konvenciok mentén
értelmezik ezeket a kifejezéseket?

2.3 EGY FELADAT ES ,,MEGOLDASAI"

2. feladat Szdamitsa ki annak a forgdstestnek a térfogatat, amelyet az y=—x"+3,
y =§x és az y=0 egyenletii gérbék altal hatarolt sikrész x tengely koriili forgatasakor

kapunk!

<< OSSZEFOGLALO FELADATGYUJTEMENY MATEMATIKABOL, 3893. FELADAT, NEMZETI
TANKONYVKIADO, BUDAPEST >>
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1. dbra: A gorbék és a sikrész

Megoldas. De melyik is a fenti sikrész? Melyik a helyes megoldas az alabbiak koziil?
Mivel indokolnank didkjaink szdmara, hogy éppen arrol a sikrészrél van sz6? Van egyaltalan
,univerzalisan" elfogadott, elfogadhaté megoldas, vagy csak megint valamely rankkdvesedett
konvenci6 alol nem tudunk kitorni?

2.4 AZ EGYENES EGYENLETE(l) A KOORDINATAGEOMETRIABAN

Példatarak, tankonyvek fejezeteinek cimeként gyakran feltiinik: Az egyenes egyenletei.
Az altalanosan hasznalatban 1€v6 definicid a kovetkezo:

1. Definicio Az egyenes egyenlete olyan egyenlet, melyet az egyenes pontjainak
koordinatai kielégitenek, és mas pontok koordinatdi nem elégitenek ki.

Kicsit pontosabb, ¢és koriiltekintobb a kdvetkezd megfogalmazas:
Az egyenes koordinitageometriaja: Az (x,y) sikban minden egyenesnek kétisme-

retlenes els6fokt egyenlet felel meg: Ax+ By+C =0, ahol 4 és B nem egyszerre 0. Az

egyenletet barmilyen nemnulla konstanssal végigszorozva, ugyanazt az egyenest jellemzi.
Forditva: minden els6foku kétismeretlenes egyenletnek csak egy egyenes felel meg a sikban.
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A fentiek alapjan indokolatlan a tobbesszam hasznalta, s6t hibak forrasava valhat. Nem
ritka ezekutan, hogy didkjaink az egyenes iranyvektoros egyenlete ismeretében elkezdik
keresni a normalvektoros egyenletet is. Helyesebb az egyenes egyenletének normalvektor
segitségevel felirt alakja, vagy egyszerlien csak az egyenes egyenletének normalvektoros
alakja megfogalmazasok haszndlata. Mindezek tiikrében furcsan hathat a kovetkezd
felsorolas:

= 2x-3y=5

= —4x+6y=-10

= 2% -3x?y+2x—5x*-3y-5=0
= (X2 +DQ2x-3y-5)=0

A fentiekben ugyanis ugyanannak a ponthalmaznak (egyenesnek) adtuk meg mas-mas
alakban az egyenletét. Vagy az egyenleteit?

2.51GAZ, VAGY CSAK LEHET, HOGY IGAZ?

Az egyik (2005. évi) nyolcadik osztalyos felvételi feladatsor egyik eleme volt a kdvetkezo:

BIZTOSAN IGAZ LEHET, HOGY IGAZ | LEHETETLEN

Az elsd tiz primszdm Osszege paratlan.

Az ilyen tipusu kérdéseknél nincs harom valasztasi lehetéség. Ha a tanulé nem tudja
meghatarozni a fenti dsszeg paritasat, akkor nyugodtan ramondhatja: lehet, hogy igaz. Es
ezzel nem ad hibas valaszt! (Bar ezt a javitasi utmutato természetesen nem fogadta el.)

A helyes szemlélet kialakuldsat sokkal jobban zavarja azonban ugynazon feladatsor egy
masik eleme:

BIZTOSAN IGAZ LEHET, HOGY IGAZ | LEHETETLEN

Egy paralelogramma 4tlo1 felezik a bels6
szogeket.

Az ilyen mondatokat mindig a kovetkezOképp értjilk: Minden paralelogramma &tloi
felezik egymast. igy a fenti mondat hamis. Nem igaz ra sem az, hogy igaz, sem az, hogy
lehet, hogy igaz, sem az, hogy lehetetlen. Ilyen esetben ugyanis arra gondolunk, hogy az
allitds minden paralelogrammara fennall, ami persze itt nem teljesiil, még akkor sem, ha van
olyan paralelogramma amely atloi felezik a szogeit.

Az ilyen, harom- vagy tobbértékii logika megjelenése az allitdsok értékelésében maga
utdn vonhatja azt is, hogy ha a didkok ezt megszokjak, alkalmazni fogjak az allitasaik
megfogalmazaséaban is.

Mas a helyzet, s mas a helyes tablazat akkor, ha példaul ezt allitjuk:

BIZTOSAN IGAZ LEHET, HOGY IGAZ | LEHETETLEN

Egy szabdlyos dobokockat feldobva a dobott
szam tokéletes.
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Kizarolag az ilyen, véletlentdl fliggd igazsagértékek esetében van értelme, a lehet, hogy
igaz vélasztasi lehetdségnek.

Azonban egy eldontendd kérdésre sem tudunk mindig igen/nem valaszt adni, ha nem all
elég informacio a rendelkezésiinkre, de ilyenkor sem a lehet, hogy igaz valasztasi lehetdséget
kell megadnunk:

Az A szamrol tudjuk, hogy oszthato 9-cel és 6-tal.

(¢7:V4 HAMIS NEM ELDONHETO

Az A szam oszthatd 54-gyel.

3. Pontatlan fogalomhasznalatb6l adédé hibak

3.1 0e N vAaGY 0¢ N

,,DIE NATURLICHEN ZAHLEN HAT DER LIEBE GOTT GESCHAFFEN; ALLES ANDERE IST
MENSCHENWERK."
<< (KRONECKER (1823-1891)) >>

A kérdés 6rok. A nulla természetes szam, vagy nem?
Torténeti okora hivatkozva sokan nem tartjdk annak, de akik a mai altalanos iskolas
konyvekbdl tanulnak (tanitanak), igen:

2. Definici6 4 véges halmazok elemeinek a szamat természetes szamoknak nevezziik.
<< SOKSZINU MATEMATIKA 5. MOZAIK KIADO, SZEGED >>

A természetes szdmok Peano-féle axiomarendszerének elsé axiomdja is igy szol: 4 0
természetes szam.

Ha abbdl a pszichologiai megkdzelitésbdl indulunk ki, miszerint a természetes szamok a
mindennapi €letben hasznalt leszamlalas sordn absztrahalodo szamaink, akkor a nullat megint
csak nem tekinthetjiik természetesnek.

Torténeti, axiomatikus, halmazelméleti, pszichologiai okokbol lehet, hogy nem mindegy,
hogy a nulla természetes szam-e, vagy sem, de a kozépikolai hasznélat szempontjabol igen.

3.2 A PERIODICITAS ES A PERIODUS

Két dudas nem fér meg egy csarddban, tartja a mondas. Nézziik meg, milyen kovetkezményei
lehetnek, ha tobben is ugyanabban a csarddban muzsikdlnak. A kovetkezd definiciok
mindegyike elterjedt, hasznalatban 1év6 tankonyvekbdl szarmazik.

3. Definicié Az [ fiiggvenyt periodikusnak nevezziik, ha létezik olyan p #0 valos szam,
hogy értelmezési tartomanya minden x pontjidra x+ p is az értelmezési tartomanyba
tartozik, és f(x+ p)= f(x). p -t a fiiggvény periodusanak mondjuk.

Megjegyzés. Ez alapjan periodikus a konstansfiiggvény, és barmely nemnulla valés szdm
a periddusa. Szintén periodikus a szinuszfiiggvény is, periodusai: ...,—4x,—2x,2x,4x,....
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Szintén periodikus a nemnegativ szamok halmazara megszoritott szinuszfiiggvény is,
periodusai: 27, 4r,....

4. Definicio Az [ fiiggvényt periodikusnak nevezziik, ha létezik olyan p >0 valds szam,
hogy értelmezési tartomdnya minden x pontjara x+ p is az értelmezési tartomanyba tartozik
és f(x+p)=f(x). 4 legkisebb ilyen p -t a fiiggvény periodusanak mondjuk.

Megjegyzés. Ez alapjan periodikus a konstansfiiggvény de periddusa nincs. Szintén
periodikus a szinuszfliggvény is, periddusa 2z . Szintén periodikus a nemnegativ szamok
halmazéara megszoritott szinuszfliggvény is, periddusa szintén 27 .

5. Definicié Az [ fiiggvényt periodikusnak nevezziik, ha létezik olyan p >0 valos szam,
hogy értelmezési tartomanya minden x pontjara x=* p is az értelmezési tartomanyba tartozik
és f(xxp)= f(x). A legkisebb ilyen p -t a fiiggvény periodusanak mondjuk.

Megjegyzés. Ez alapjan periodikus a konstansfiiggvény de periddusa nincs. Szintén
periodikus a szinuszfiiggvény is, periddusa 27 . Nem periodikus viszont a nemnegativ
szamok halmazéra megszoritott szinuszfiiggvény. Ekkor mondhatjuk, hogy ez a fliggvény egy
periodikus fliggvény lesziikitése.

3.3 NEHANY PELDA A ,,FELSOBB" MATEMATIKABOL

3.3.1 A rendezett halmaz fogalmanak rendezetlensége

A fogalmat hasznalok egy része megkoveteli a dichotomiat, azaz mas szohasznalattal élve
teljesen rendezett, linearisan rendezett halmazrol beszél, mig masok nem teszik fel, hogy
barmely két elem 0sszehasonlithato, igy 6k részben rendezett halmaz értelemben hasznaljak a
fogalmat. A félreértések elkeriilése végett a legtobb szerzd egyszerlien nem hasznalja a
kifejezést, vagy ha igen, az olvas6 feladata az, hogy megnézze, megértse, a szerzé éppen
melyik értelemben hasznalja a rendezett halmaz fogalmat.

3.3.2 Multiplikativ fiiggvények

A szamelméletben is talalkozhatunk hasonld anomaliaval. Ilyen a szamelméleti fiiggvények
kapcsan a gyengén multiplikativ — multiplikativ, illetve a multiplikativ — teljesen multiplikativ
elnevezéspar kérdése.

6. Definicié Egy [ szamelméleti fiiggvény multiplikativ, ha barmely a,be N, (a,b) =1
eseten f(ab)= f(a)f(b). Ha az (a,b)=1 feltétel elhagyhato, akkor teljesen (totalisan) mul-
tiplikativ szamelméleti fiiggvényrol beszéliink.

7. Definicio Egy [ szamelméleti fiiggveny gyengén multiplikativ, ha barmely
a,be N, (a,b)=1 esetéen f(ab)= f(a)f(b). Ha az (a,b)=1 feltétel elhagyhato, akkor
multiplikativ szamelméleti fiiggvényrol beszéliink.

Annak eldontése, hogy éppen melyik szohasznalatardl van sz6, ha csak annyit latunk,
hogy multiplikativ fiiggvény az értd olvasotol is hosszas vizsgalodast igényelhet.
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4. Jelolésbol adédo hibak

4.1 HATARERTEK, DE HOL?

Sorozatok hatarértékére vonatkozoan tobbszor feltiinik (terjedében van?) a kovetkezd jelolés:
lima,

A késObbiekben ezen jelolés hasznalatinak értelemzavard kovetkezményei lehetnek a

fliggvények hatarértékének kapcsan. Ez alapjan a végtelenben a megszokott lim,_.. f(x)

helyett a lim f(x) lenne hasznilatos. Es a minusz végtelenben? Vagy valamely véges

pontban? Vagy csak akkor nem irunk ki semmit, ha a plusz végtelenben vett hatarértékre
gondolunk?

Fiiggvények hatarértékére vonatkozdan tobbszor feltlinik (terjedében van?) a kovetkezd
jelolés:

lim f(x),

ahol most éppen a valtozé hosszadalmas és faradsagos leirasat sporoltuk meg. Elénye nincs,
hatranya és kovetkezetlensége a tobbvaltozos fliggvények hatarértékének kérdésekor viszont
jol kittinik.

4.2 HALMAZOK OSSZEGE

Minden fliggvénytablaban megtalalhat6 a kovetkezo:

INTEGRALASI SZABALYOK:

. jcf(x)dx = cjf(x)dx
= U Eg@)dr = [f(x)dx £ [g(x)dx
= [f@gxdx = f(x)g(x) = [ £(x)g(x)dx

Ne feled;jiik a definiciot sem:

8. Definicié Egy [ fiiggvény antiderivaltjainak (primitiv fiiggvényeinek) halmazat az f
hatarozatlan inegrdljanak nevezziik, és igy jeloljiik:
[ £y

fgy tehat halmazokat adunk Gssze? Mit is értiink két halmaz ily modon vett 6sszegén?
Persze minden érthetdvé valik a kdvetkezd, sajnos sokszor hidnyzo megjegyzéssel:

Az I f(x)dx nem egy fliggvényt, hanem egy fliggvényhalmazt jelent. A bevezetett
jeloléssel kapcsolatban megjegyezziik, hogy ha ce R, akkor az Ic f(x)dx az jf (x)dx
figgvényhalmaz elemeinek c -szereseibdl all; az _[ (f(x)+g(x))dx figgvényhalmaz elemeit

az I f(x)dx és az Jg(x)dx figgvényhalmaz egy-egy elemének az 6sszeadasaval nyerjiik....
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4.3 (SOROZATOK), {SOROZATOK}, < SOROZATOK>, ---

A sorozatok tanitdsakor (a kezdetekben!) kinosan iigyeliink arra, hogy a sorozatot
elkiilonitsiik annak altalanos tagjatol:
* {a,}=2n+3

" {a,}, =2n+3

* (a,)=2n+3

= <g,>2n+3

* q,=2n+3,n=123...

Ugyanakkor:
" 4, =0, a, =1, keZ"

" fi:f2:1’ fn:fn—l+fn—29 hanz=3

" limpoead, =a

Példaul a rekurziv moédon megadott sorozatok kapcsan nincs is hasznalatban hasonld
elkiilontilést segitd jelolésrendszer. Az elsOként felsorolt jeldléssel szemben tovabbi jogos
ellenérv, hogy konnyedén 0sszetéveszthetd a halmazoknal megszokott jeloléssel. Az ugyanis,
hogy magarol a sorozatrol vagy egy adott tagjarol van szo, mindig egyértelmai.

5. Zarszo

A fentiekben esetenként szOrszalhasogatasnak tiind észrevételeknek azonban hasonlo
kérdésekben fontos szerepe van, hiszen a helyteleniil értelmezett definiciok sokszor rossz
szemlélethez ¢és ebbdl adodoan hibas gondolatmenethez vezethetnek. Azt, ami egyszer mar
hibasan bevésddott, és esetleg mas fogalmak mar épiiltek ra, sokkal nehezebb kijavitani, mint
annak eldtte figyelni a fogalom helyes kialakitasara.

A kérdéskor vizsgalatanak jogossagat jelzi a konferencian az el6adas alatt és utan a
kollegak kozott kialakult heves vita is. Ott sem sikeriilt meggydzni senkinek a masikat a sajat
igazardl. Ott ez elintézddott egy-egy konkluzid nélkiil félbeszekadt beszélgetéssel. De mi a
helyzet egy-egy érettségi felvételi, vagy versenyfeladat esetén, amikor ,,vérre" megy a jaték?

Egy sz6g miatt a patko elveszett
A patko miatt a lo elveszett
A lo miatt a lovas elveszett
A lovas miatt a csata elveszett
A csata miatt az orszag elveszett.
Maskor verd be jol a patkoszeget.

<< ANGOL GYERMEKVERS >>
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