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EUKLIDESZI GEOMETRIA GYAKORLO FELADATOK

KOZMA JOZSEF

1. BLOKK

Definicié 1.1. Tlleszkedési siknak nevezziik a (P, £,7) harmast, ahol
(i) P, L, Z halmazok,
(i) PNL =0,
(ifi) PUL % 0, és
(iv) ISP x L.
Feladat 1. Legyen (P, L,7) illeszkedési sik. Nevezziik P-t pontok halmazanak,
L-et egyenesek halmazanak, Z-t pontok és egyenesek kozti illeszkedési relacionak!

Pont és egyenes illeszkedésére hasznaljuk a a kovetkezs kifejezéseket is: a pont rajta
van az egyenesen, az egyenes atmegy a ponton.

(a) Milyen geometriai jelentése van a definicionak, ha ezeket az elnevezéseket
hasznaljuk?

(b) Tekinthets-e az illeszkedési sik axiomatikus rendszernek?

(c) Ha igen, adjuk meg az alapfogalmakat és az axioméakat!

Definicié 1.2. Nevezziik részleges (kezdetleges) siknak a (P, L,7) illeszkedési
sfkot, ha kielégiti a kovetkezd K1. axiémaét.

K1. Axiéma. KEét ponton legfeljebb eqy egyenes megy dt.

Jelblés. Egy sikra hasznaljuk a X jelolést, vagyis: ¥ = (P, L, 7).

Feladat 2. Ha a és b a X részleges sik kiilonb6zd egyenesei, akkor legfeljebb egy
olyan pont van, amely mindkét egyenesre illeszkedik.

Feladat 3. Legyenek a és b a X részleges sik kiilonb6z6 egyenesei. Igaz-e, hogy

(a) mindkét egyenesre illeszkedik pont?

(b) a sikon legalabb egy egyenesre illeszkedik legalabb 2 pont?
(c¢) van olyan pont, amelyiken nem megy at egyenes?

(d) van olyan pont, amelyiken megy at egyenes?

(e) minden ponton megy at egyenes?

Feladat 4. Nevezziik elemi siknak a (P, £, T) részleges sikot, ha ((a K.1. axioman
tal) kielégiti a kovetkezs K2. axiomat.
K2. Axiéma. Minden egyenes dtmegy legaldbb két kilonbozd ponton.
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2 J. KOZMA

Feladat 5. Igaz-e, hogy az elemi sikon

(a) barmely két kiilonbo6z6 pont illeszkedik egy egyenesre?
(b) van harom nem egyenesre illeszkeds pont?

(c) van legalabb két egyenes?

(d) van legalabb két kiilonb6z6 pont?

Definicié 1.3. Affin illeszkedési stknak nevezziik a (P, L,Z) sikot, ha kielégiti a
kovetkezs axiomakat.

10. Axiéma. Létezik hdrom nem kollinedris pont (vagyis amely nem illeszkedik
egy egyenesre).

I1. Axiéma. Minden egyenesre illeszkedik legaldbb két pont.

I2. Axiéma. Bdrmely két kiilonbozd pont pontosan eqy egyenesre illeszkedik.

I13. Axiéma. Hal egy egyenes, és P egy rd nem illeszkedd pont, akkor van pon-
tosan egy olyan m egyenes, amely dtmegy a P ponton, és nincsen kbz0s pontja az
I egyenessel (ilyenkor azt mondjuk, hogy pdrhuzamosak).

Feladat 6. Mutassuk meg, hogy az affin sik I1. axiéméja kévetkezik a mésik hdrom
axiomabol.

Feladat 7. Mutassuk meg, hogy egy affin illeszkedési sik egy részleges sik!
Feladat 8. Igaz-e, hogy minden affin illeszkedési sik elemi sik?

Definicié 1.4. Projektiv illeszkedési siknak nevezziik a (P, £,Z) sikot, ha kielégiti
a kovetkez6 axiomakat.

P1. Axiéma. Bdrmely két kiilonbozd pont pontosan egy egyenesre illeszkedik.
P2. Axiéma. Barmely két egyenes pontosan egy ponton megy dt.

P3. Axioma. Létezik négy olyan pont, amelyek kozil semelyik hdrom nem illeszkedik
egy egyenesre (négy dltaldnos helyzetd pont.)

Feladat 9. Legyenek a P, L, T egy illeszkedési sik alaphalmazai. Vizsgaljuk
meg, hogy az egyes halmazok alabbi megadéasaival milyen sikok jonnek létre! A
feladatban [z, y, z] azoknak a valos (rz, ry, rz) szamharmasoknak az osztalyat jeloli,
ahol r # 0, (a, b, ¢) azoknak a valos (ra, rb, r¢) szamharmasoknak az osztalyat jeloli,
ahol r #£ 0,
(i) P=A{P}, L={1},Z=0.
(ii) P={P,Q,R,S}, L=0,Z =0.
(i) P={P,Q}, L={1}, T={(P.1),(Q,1)}.
(V) P = {P.Q. R}, £ = {l,m,n}, T = {(P.1),(Q.1), (P,m), (R,m), (Q,n), (R,n)}.
(v) P=A(z,y): z,y e R}, L= {{(x,y) : am+by+c =0} Valamelya b, cvalos szadmokra, a
b=c= O nem teljesiil}, Z = {(P,1) : P € l}.
(vi) P =A{[z,y,2] : z,y,2 € R, ésx =y = z =0 nem igaz}, L = {{a,b,c) :
a,bc € R, és a = b =c¢ =0 nemigaz}, T = {([z,y,2],{a,b,c)) :
ax + by + cz = 0}.
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EUKLIDESZI GEOMETRIA GYAKORLO FELADATOK 3

Valaszoljuk meg a kovetkezs kérdéseket!

a) A sikok koziil melyik részleges illeszkedési sik?
b) A sikok koziil melyik elemi illeszkedési sik?

¢) A sikok koziil melyik affin illeszkedési sik?

c¢) A sikok koziil melyik projektiv illeszkedési sik?

Feladat 10. Mutassuk meg, hogy minden affin illeszkedési sikon igaz a P3. Axiéma.

Feladat 11. Legyen S = (P, L,Z) a kovetkezs:

e P = {a Descartes-féle koordinatakkal ellatott euklideszi sik pontjai },

o L ={azy = (v +a)?+ b egyenletli parabolak és az x = ¢ egyenlet
egyenesek pontjai, ahol a,b,c € R},

e 7 az illeszkedd pontok és parabolak, illetve vertikélis egyenesek halmaza.

Mutassuk meg, hogy S affin illeszkedési sik!

Feladat 12. Az affin sikon ha két egyenes metszi egymast, akkor van-e olyan
egyenes, amelyik mindkettével parhuzamos?

Feladat 13. Mutassuk meg, hogy ha az affin sikon egy egyenes metszi két parhuzamos
egyikét, akkor metszi a masikat is.

Feladat 14. Négy paronként metsz8 egyenesnek 0sszesen hany metszéspontja van
az affin sikon?

Feladat 15. Mit értiink azon, hogy két kiilonb6z6 pont meghataroz egy egyenest?

Definicié 1.5. Affin illeszkedési térnek nevezziik a kovetkezs rendszert. Adottak
a P, L, S halmazok, ahol £ és S elemei a P részhalmazai, amelyeket egyeneseknek
és sikoknak neveziink. Pont és egyenes, illetve sik illeszkedése azt jelenti, hogy a
pont eleme az adott halmaznak. Ha egy egyenes (mint ponthalmaz) részhalmaza

egy siknak (mint ponthalmaznak), akkor azt mondjuk, hogy az egyenes és a sik
illeszkedik.

I; Minden egyenesre legalabb két kiilonb6z6 pont illeszkedik.

Iy, Két kiilonb6z6 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.

I3 Harom nem kollinearis pontra pontosan egy sik illeszkedik.

1, Ha egy egyenes két kiilonb6z6 pontja egy sikra illeszkedik, akkor az egyenes
minden pontja a sikra illeszkedik.

Is Ha két siknak van kozos pontja, akkor 1étezik legalabb még egy ettdl kiilon-
b6z6 kozos pont is.

Is Létezik négy olyan pont, amely nem illeszkedik kozos sikra.

I; (Parhuzamossagi axioma) Minden egyeneshez és rajta kiviili ponthoz pon-
tosan egy olyan egyenes létezik, amely benne van az egyenest tartalmazo
valamely sikban, illeszkedik a pontra, és nem metszi az egyenest.

Feladat 16. Milyen lehet sikok kolcsonos helyzete az affin térben?
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4 J. KOZMA

(a) Keét sike?
(b) Harom siké?
(c) Négy siké?

Feladat 17. Milyen lehet két egyenes kolesonds helyzet az affin térben?
Feladat 18. Milyen lehet egy egyenes és egy sik kolcsonos helyzete az affin térben?

Feladat 19. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben egy sik parhuzamos két metszé
sfk metszésvonalaval, akkor a két sikot parhuzamos egyenesekben metszi.

Feladat 20. Mutassuk meg, hogy az affin térben affin térben pontosan egy olyan
sik van, amelyik illeszkedik egy pontra és egy rajta 4t nem mend egyenesre!

Feladat 21. Mutassuk meg, hogy az affin térben két kiillonb6z6 parhuzamos egye-
nesre pontosan egy sik illeszkedik!

Feladat 22. Mutassuk meg, hogy az affin térben két metsz§ egyenesre pontosan
egy sik illeszkedik!

Feladat 23. Mutassuk meg, hogy a sikok parhuzamossaga az affin térben ekviva-
lenciareléci6.

Feladat 24. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben egy sik metszi két parhuzamos
stk egyikét, akkor metszi a méasikat is.

Feladat 25. Mutassuk meg, hogy az affin térben egy sik parhuzamos sikokat
parhuzamos egyenesekben metsz.

Feladat 26. Milyen lehet harom egyenes kolcsonos helyzete az affin térben?

Feladat 27. Igaz-e, hogy ha az affin térben az a és b kitérs egyenesek, akkor az
a-val parhuzamos és b-t metsz§ egyenesek egy sikban vannak.

Feladat 28. Milyen lehet egy egyenes és egy sik kdlcsonds helyzete az affin térben?

Feladat 29. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben egy egyenes metszi két parhuzamos
sik egyikét, akkor metszi a masikat is.

Feladat 30. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben egy sik parhuzamos két metszs
sfk metszésvonalaval, akkor a két sikot parhuzamos egyenesekben metszi.

Feladat 31. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben két egyenes kitérs, akkor
pontosan egy olyan sik van, amely illeszkedik az egyik egyenesre, és parhuzamos a
maésik egyenessel.

Feladat 32. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben két egyenes kitérs, akkor
pontosan egy parhuzamos sikpar van, amelyek koziil az egyik az egyik egyenesre
illeszkedik, a masik a méasik egyenesre.

Feladat 33. Mutassuk meg, hogy az affin térben vannak kitéré egyenesek!
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EUKLIDESZI GEOMETRIA GYAKORLO FELADATOK 5

Definicié 1.6. Az affin sikban a parhuzamos egyenesek ekvivlenciaosztalyait idedlis
pontoknak mnevezziik, az ideélis pontok halmazat idedlis egyenesnek. Az affin tér-
ben a parhuzamos egyenesek ekvivlenciaosztalyait idedlis pontoknak nevezziik, az
idealis pontok halmazat idedlis siknak, az egy sikra illeszkedd ideélis pontok hal-
mazat idedlis egyeneseknek nevezzik (kivéve az idealis sikra illeszkedd pontok
halamazat). Egy idealis pont illeszkedik egy sikra, ha a sik tartalmazza az idealis
ponthoz mint osztalyhoz tartozé valamelyik parhuzamos egyenest.

Feladat 34. Legyenek P’ idealis pont, S egy sik a térben, a és b az S sik egyenesei.
Igaz-e a kovetkezs allitas? P € S < PP € a, P’ € b,és a # b.

Feladat 35. Mutassuk meg, hogy ha S-et a metsz8 a és b egyenesek hatarozzak

meg, akkor S = Jaq, ahol a, || a, és a, metszi b-t.
@

Feladat 36. Igaz-e, hogy a térben az idealis egyenesek a sikoknak az idealis sikkal
vett metszetei?

Feladat 37. Mit mondhatunk azokroél a stkokrol, amelyeknek k6zos az idedlis egye-
nesiik?

Feladat 38. Igaz-e, hogy egy sikot meghatéaroz egy idealis és két nem idealis pon-
tja?

Feladat 39. Tekinthetjiikk-e az affin térben idealis egyeneseknek a parhuzamos
stkok ekvivalenciaosztélyait?

Feladat 40. Fejtsiik ki a kovetkez6 fogalmak tartalmat! (a) allitas, (b) definicio,
(c) axioma, (d) alapfogalom, (e) tétel, (f) definialt fogalom, (g) axiomatizalas, (h)
definialas, (h) bizonyitas, (i) axiomarendszer, (j) axiomatikus rendszer, (k) relacio.

Feladat 41. Mi a kiilonbség (hasonlosag) az axiomarendszer és az axiomatikus
rendszer kozott?

Feladat 42. Mi a kapcsolat az alapfogalmak és az axiomak kozott?

Feladat 43. Mit értiink egy axiomatikus rendszer modelljén?

Feladat 44. Mikor tekintiink egy axiémarendszert geometriainak?

Feladat 45. Honnan tudjuk, hogy egy fogalom milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?

Feladat 46. Honnan tudjuk, hogy egy alapfogalom milyen tulajdonsagokkal ren-
delkezik?

Feladat 47. Mit értiink azon, hogy egy allitas kovetkezik egy masik allitasbol?
Feladat 48. Hogyan allapithaté meg, hogy egy allitas igaz vagy hamis?
Feladat 49. Mit értiink indirekt feltevésen? Adjunk ra példat!

Feladat 50. Hozzuk "ha..., akkor ..." alakidra a kovetkezd allitAsokat!
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6 J. KOZMA

(a) Egy haromszog mindharom oldalat nem metszheti ugyanaz az egyenes.
(b) Egy nemelfajul6 paralelogramma atloi metszik egymast.
(¢) Az affin sik nem parhuzamos egyenesei metszik egymast.

Feladat 51. Mit értiink egy allitas megforditasan? Adjunk ra geometriai példat!

Feladat 52. Mikor neveziink két allitdst ekvivalensnek? Adjunk ra geometriai
példat!

Feladat 53. Mit értiink egy allitas tagadasan? Hozzunk ra példat a geometriabol!

Feladat 54. Tagadjuk a kovetkezg allitasokat!

(a) Minden egyenesen van legalabb két kiilonbozs pont.
(b) Van harom olyan pont, amely nincsen egy egyenesen.
(c) Az egyenesek parhuzamossaga ekvivalenciarelacio.

Jelolés. Az A kezdGponti, C-n atmend nyilt félegyenest ﬁ—vel jeloljik.

Feladat 55. Mit értiink azon, hogy egy pont egy egyenest két (nyilt) félegyenesre
oszt?

Feladat 56. Mit értiink két kiilonbo6z6 pont 6sszekots szakaszan?

Feladat 57. Mutassuk meg, hogy az egyeneseken a pontok elvalasztasanak tulaj-
donsaga nem filigg az egyenesen a rendezés vélasztasatol!

Definicié 1.7. Ha adott az S sikon a g egyenes, akkor a g egyenesen kiviili pontokat
g-partosnak hivjuk, ha 6sszek6t6 szakaszuk nem metszi g-t.

Feladat 58. Mutassuk meg, hogy a partossag a sikon olyan relacié egy egyenesen
kiviili pontok halmazan, amely (a) reflexiv, (b) szimmetrikus, (c) tranzitiv. (Vagyis
a g-partossag ekvivalenciarelacié az S sik S\ g halmazan.)

Feladat 59. Adjunk (geometriai) példakat olyan ekvivalenciarelaciora, amelyeknek
(a) egy osztélya van,

(b) két osztalya van,

(c) végtelen sok osztalya van!

Feladat 60. Mutassuk meg, hogy minden nyilt szakasznak van pontja!

Feladat 61. Mit értiink azon, hogy egy félegyenest kezdGpontja és egy tetszbleges
pontja meghatarozza?

Feladat 62. Legyen a és b két metsz6 egyenes: a Nb = M. Mutassuk meg, hogy
ekkor az a egyenes M kezdGpontt nyilt félegyenesei koziil az egyik a b egyenes egyik
nyilt félsikjaban van, a masik a b egyenes maésik félsikjaban van.

Feladat 63. Mit értiink az affin sik transzforméciojan?
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EUKLIDESZI GEOMETRIA GYAKORLO FELADATOK 7

Feladat 64. Adjunk példat olyan egyenességtartd leképezésre, amely nem egyen-
estarto!

Feladat 65. Mit neveziink az affin sikon paralelogrammaénak, elfajult paralelo-
grammaénak?

Feladat 66. A affin sik axiémaéainak felhasznalasaval mutassuk meg, hogy a par-
alelogrammaék 4tl6i metszik egymast.

Feladat 67. Mutassuk meg, hogy a paralelogramma atléi p-relaciéban all6 sza-
kaszokra bontjak egymast! Ezt a tulajdonsagot fejezhetjiik ki uigy, hogy a paralel-
ogramma atloi "felezik egymast".

Feladat 68. Legyenek adottak a sikban a metsz6 OX és OY egyenesek, tovabba
az egyikre sem illeszkedd kollinearis A, B, C pontharmas. Egy az A ponton a4tmend
egyenes messe OX-et az M, OY-t az N pontban. Legyen tovabba a BM és CN
egyenesek metszéspontja P. Mi lesz a P pontok mértani helye, ha minden az A
ponton atmend egyenest szamba, vesziink?

Feladat 69. A sik kiillonbozd [, m, n egyenesei &tmennek az O ponton, a kiilon-
b6z6 A, B, C pontok ezek egyikére sem illeszkednek. Szerkessziink olyan LM N A
haromszoget, melynek csicsai rendre illeszkednek a megadott egyenesekre, oldalai
pedig atmennek a megadott pontokon!

2. BLOKK

Feladat 70. Mutassuk meg, hogy az affin sitkon minden egyenesnek legalabb két
nyilt félsikja van!

Feladat 71. Mutassuk meg, hogy az affin stkon minden egyenesnek legfeljebb két
nyilt félsikja van!

Feladat 72. Mutassuk meg, hogy az affin térben (definicioja TK. 14. 0.) minden
siknak legalabb két nyilt féltere van!

Feladat 73. Mutassuk meg, hogy az affin térben minden siknak legfeljebb két nyilt
féltere van!

Feladat 74. Mutassuk meg, hogy ha az S affin sikon az A pont a g egyenesen van,
a B pont rajta kiviil, akkor az I (B) nyilt félegyenes a stk g-nek B-t tartalmazo
nyilt félsikjaban van.

Feladat 75. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben az A pont a 7 sikon van, a B
pont rajta kiviil, akkor az [ (B) nyilt félegyenes a tér y-nak B-t tartalmazo nyilt
félterében van.

Feladat 76. Mutassuk meg, hogy ha az affin térben az a egyenes a  sikon van,
a B pont rajta kiviil, akkor az o} (B) nyilt félsik a tér y-nak B-t tartalmazo6 nyilt
félterében van.
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8 J. KOZMA

Feladat 77. (Azonos a 44. feladattal.) Az affin sikon messe az [ egyenes a g
egyenest az M pontban. Mutassuk meg, hogy akkor az [-nek az egyk M kezdGponti
félegyenese a g egyik, masik félegyenese a masik partjan van!

Feladat 78. Messe az affin térben a ~ és az « sik egymast az m egyenesben.
Mutassuk meg, hogy az « sik a hatéarol6é egyenesi egyik nyilt félsikja a v egyik
nyilt félterében van, a méasik nyilt félsikja a v méasik nyilt félterében van!

Feladat 79. Az affin sikban mi lehet a metszete
(a) két nyilt félegyenesnek?
(b) egy egyenesnek és egy nyilt félegyenesnek?
(c) egy egyenesnek és egy nyilt félsiknak?
(d) egy nyilt félegyenesnek és egy nyilt félsiknak?
(e) két nyilt félsiknak?

e

Feladat 80. Az affin térben mi lehet a metszete
(a) két egyenesnek?

(b) két nyilt félegyenesnek?

(c) egy egyenesnek és egy nyilt félegyenesnek?

(d) egy egyenesnek és egy nyilt félsiknak?

(e) egy nyilt félegyenesnek és egy nyilt félsiknak?

(f) két stknak?

(g) két nyilt félsiknak?

(h) egy siknak és egy nyilt félstknak?

Feladat 81. Mutassuk meg, hogy barmely nyilt szakasz egyértelmden el$all két
nyilt félegyenes metszeteként!

Feladat 82. Mutassuk meg, hogy egy PQRS paralelogramma atloinak 7" met-
széspontjara (P,T) és (T, R), valamint (Q,T) és (T, S) p-relacioban allnak egymas-
sall (Tétel a TK. 21. ooldalan)

Feladat 83. Mutassuk meg, hogy az AB nyilt szakasznak pontosan egy olyan F
pontja van, amelyre (A, F') és (F, B) p-relacioban allnak egymaéssal!

Feladat 84. Affin szabalyos hatszognek neveziink egy ABC DEF' hatszoget, ame-
lynek szemkozti oldalai egy paralelogramma szemkozti oldalai. Szerkessziink affin
szabalyos ABC DEF hatszoget, amelynek adott az A és B cstcsal

Feladat 85. Mutassuk meg, hogy az affin szabalyos hatszog szemkozti csucsait
Osszekotd atloi egy pontban metszik egymast!

Feladat 86. Affin szabalyos sokszognek neveziink egy A1 AsAs ... Asp_1Ag, sok-

szoget (n > 2), amelynek szemkozti oldalai egy paralelogramma szemkozti oldalai.

(AZ AQnAl, A1A2, AQAg, ceey An—lAn oldal szemkozti oldala rendre az AnAn+1, An+1An+2, AyH
oldal.) Mutassuk meg, hogy van olyan affin szabalyos 2n-szog, amelynek adott az

Ay és As csuicsa!l Szerkessziik meg!
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EUKLIDESZI GEOMETRIA GYAKORLO FELADATOK 9

Feladat 87. Mutassuk meg, hogy az affin szabalyos 2n-sz6g szemkoOzti csucsait
0Osszekotd atloi egy pontban metszik egymast!

Feladat 88. Mutassuk meg, hogy n € H egész, P # (Q pontok esetén

PX —¢. PO — P,Q, X kollinearis,

ahol

(a) H a pozitiv egész szamok halmaza,
(b) H az egész szamok halmaza,

(¢) H a racionélis szamok halmaza,
(d) H a valos szamok halmaza.

Feladat 89. Igaz vagy hamis?

(a) Egy (P, Q) kotott vektor pontosan egy szabad vektort reprezental.

(b) Kiilonbozs szabad vektoroknak lehet ugyanaz a reprezentansuk.

(c) Két kiilonboz6 kotott vektor mindig két kiilonbo6zs szabad vektort reprezental.
(d) Két kiilonb6zs kotott vektorhoz talalhato olyan szabad vektor, amelynek 8k a
reprezentansai.

Feladat 90. Mutassuk meg, hogy barmely a szababdvektornak van P kezdGépontt
reprezentansa/

Feladat 91. Igaz vagy hamis? Barmely g szabad vektornak van legalabb egy V'
vlgponti reprezentansa.

Feladat 92. Igaz vagy hamis?
(1) Barmely két kotott vektort 6ssze tudunk adni.
(2) Barmely két szabad vektort 6ssze tudunk adni.
(3) Ha két szabad vektor mint halmaz metszete nem fiires,
(a) akkor a szabad vektorokat 6ssze tudjuk adni.
(b) akkor a szabad vektorokat nem tudjuk osszeadni.
(c) akkor minden reprezentansuk megegyezik.

Feladat 93. Mutassuk meg, hogy az f és g szabad vektorok f+4 g Gsszege fliggetlen
attol, hogy az 6sszeadas definiciojaban az f és g melyik reprezentansat hasznaljuk?

Feladat 94. Hany inverz eleme van az f vektornak a szabadvektorok F hal-
mazaban?

Feladat 95. Mutassuk meg a szabad vektorok F halmazaban az inverz vektor és
a zérus vektor egyértelmiiségét!

Feladat 96. Igazoljuk a szabad vektorok valos szaimmal szorzasdnak azonossagait!
(TK. 25. 0.)

Feladat 97. Mit értiink az f és g szabad vektorok f — g kiilénbségén?
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Feladat 98. Mutassuk meg, hogy ha f # 0, akkor an n - f szabad vektor P
kezdSponti (P, Xp(n,Q)) reprezentansainak Q; = Xp(i, Q) végpontjai a PQ egye-
nesen vannak!

Feladat 99. Igazoljuk, hogy Xp(k, Q)Xp(k + L, Q) = PO, ahol P # Q.

Feladat 100. Fejtsiik ki, mi a kiilonbség a kétott vektor, szabad vektor és helyvek-
tor kozott!

Definici6 2.1. Két nem 0 szabad vektort parhuzamosnak neveziink, ha reprezen-
tansaik egyenesei parhuzamosak. A zérus szabad vektort minden szabad vektorral
parhuzamosnak tekintjiik.

Feladat 101. Mutassuk meg, hogy az a és b szabad vektorok pontosan akkor
parhuzamosak, ha koziiliik valamelyik a masiknak valds szdmszorosa.

Feladat 102. Mutassuk meg, hogy ¢, 7, € Q esetén Xp(q, Xp(r,Q)) = Xp(q-1, Q)
(TK. 32. 0.)!

Feladat 103. Hogyan teremthetiink kdlcsonosen egyértelmi kapcsolatot az egye-
nesek pontjainak halamza és a valos szamok halmaza k6zott?

Feladat 104. Mutassuk meg, hogy a P # () pontok esetén a

PQ —-R; R~ (PQR)
egy bijektiv leképezés, melynek értelmezési tartomanya PQ \ {Q}, értékkészlete
R\ {-1}.
Feladat 105. Legyen P # @) pontok esetén | = QP, és tekintsiik az [ egyenesnek
azt a rendezését, amelyben P < Q. Hatarozzuk meg a (PQR) osztoviszony elGjelét,
(a) ha R az l5 félegyenesen van;

(b) ha R az [, félegyenesen van;
(c) ha R = P;
(d) ha R a PQ nyilt szakaszon van.

Feladat 106. Mutassuk meg, hogy ha az [ egyenesen a P # () pontok esetén
P < Q, akkor az R — (PQR) fiiggvény szakaszonként szigoriian monoton névekva!

Feladat 107. Adott az affin sikon az egymaéssal nem péarhuzamos e; és es vek-
tor. Mutassuk meg, hogy barmely v vektorhoz pontosan egy olyan (\i, \y) € R?2
szampar van, melyre v = \je; + Aqes.

Feladat 108. Adott az affin térben az egyméssal nem parhuzamos e, e; és eg
vektor. Mutassuk meg, hogy barmely v vektorhoz pontosan egy olyan (A1, Ao, A3) €
R3 szamhéarmas van, melyre v = Aje; + Aaes + +Ases.

Feladat 109. Milyen kapcsolatban all a parhuzamos szel6k tétele az osztoviszon-
nyal? Mutassuk meg, hogy ha O, P és () nem kollineéris, akkor

(OPP') = (0QQ') < PQ | P'Q"
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Feladat 110. Adott az egymassal nem parhuzamos a és b vektor.
(a) Szerkessziik meg a 2a + 3b vektort!
(b) Szerkessziik meg adott m,n € Z esetén az ma + nb vektort!

Feladat 111. Legyen m = a+ b és n = a — b. Fejezziik ki a-val és b-vel a
kovetkezs vektorokat:
(a) 2m — 2n,
(b) —3m — in,
1

(c) 4m — ¢n.

Feladat 112. Legyen m = 2a+b és n = a+2b. Fejezziik ki a kovetkezd vektorokat
az m és n vektorokkal:

(a) 3a — 4b,

(b) 5a + 2b,

(c) —a+ 5b.

|
Feladat 113. Legyen O, A, B harom nem kollinéris pont, és tekintsiik az a = OA
és b = OB vektorokat. Mutassuk meg, hogy az O—Xk =aa+ b (a,f € R) vektor
esetén az X pont akkor és csak akkor van rajta az AB egyenesen, ha o+ 3 = 1.

—
Feladat 114. Tekintsiik az a = OA, b = Cﬁ és c = O? vektorokat, melyekre
O? = aa+ Bb. Mi a kapcsolat a, § és az (ABC') kozonséges osztoviszony kozott?

Feladat 115. Legyen O, A, B, C négy nem komplanaris pont, és tekintsiik az a =
(721, b= O? és c = O? vektorokat. Mutassuk meg, hogy az OX = aa+ b+ vc
(a, B, € R) vektor esetén az X pont akkor és csak akkor van rajta az A, B és C
pontok altal meghatéarozott sikon, ha o+ 8+ v = 1.

Feladat 116. Mutassuk meg, hogy harom fiiggetlen vektor kozos kezdGponta
reprezentansai altal meghatérozott parallelepedon testétloi egy k6z6s pontban met-
szik egymast!

Feladat 117. Egy parallelepipedon OO’ testatlojan vegyiik azt a P pontot, ame-

lyre az (OO’P) (affin) osztoviszony értéke % Mutassuk meg, hogy ez a pont
rajta van a parallelepipedon O-boél indulé harom élének (mésik) végpontjai altal

meghatérozott sikon!

3. BLOKK
Feladat 118. Mit értiink azon, hogy a két vektortér izmorf?

Feladat 119. Igaz vagy hamis?

(a) Ha két vektortér izomorf, akkor pontosan ugyanazokkal a tulajdonsagokkal
rendelkezik.

(b) Ha két vektortér izomort, akkor rajuk pontosan ugyanazok az allitasok igazak.
(c) Ha két vektortér izomorf, akkor a vektortér strukturaja szempontjabol elegends
az egyiket tanulményozni.
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(d) Barmely két vektortér izomorf, mert miveleteik ugyanazok.
Feladat 120. Adjunk példat izmorf és nem izomorf vektorterekre!
Feladat 121. Lehetnek-e izomorfak a R? és az R2 koordinataterek?

Feladat 122. Miért izomorf a szabad vektorok tere és az O kezdGpontu helyvek-
torok tere?

Feladat 123. Mutassuk meg, hogy a koordinatasik (koordinatatér) vektortér a
rajta értelmezett Osszeadas, és valos szamokkal valo szorzas miivelettel! (TK. 38.

0.)

Feladat 124. Mit értiink azon, hogy a szabad vektorok tere és az O kezd&ponti
helyvektorok tere kanonikusan izomorf?

Feladat 125. Kanonikusan izomorf-e az O kezd6pontu helyvektorok tere és a
koorinatasik?

Feladat 126. Mit jelent az, hogy a sik helyektorainak tere és a koordinatasik mint
vektortér nem kanonikusan izomorfak?

Feladat 127. Igaz-e, hogy barmely két koordinatasik mint vektortér izomorf?

Feladat 128. Izomorf-e az O kezdSponti helyvektorok tere és az O’ kezdSpontu
helyvektorok tere?

Feladat 129. Irjuk fel annak a koordinataegyenesnek az egyenletét, amely atmegy
a koordiatasik (z1,22) és (y1,y2) pontjain.

Feladat 130. Irjuk fel annak a koordinataegyenesnek az egyenletét, amely atmegy
a koordiatasik (0,0) és (1,0) pontjain!

Feladat 131. Irjuk fel annak a koordinataegyenesnek az egyenletét, amely atmegy
a koordiatasik (0,1) és (1,0) pontjain!

Feladat 132. Irjuk fel annak a koordinataegyenesnek az egyenletét, amely atmegy
a koordiatasik (1,1) és (2,2) pontjain!

Feladat 133. Rajta van-e a (4,2) pont az x + 3y = —2 koordinategyenesen?

Feladat 134. Irjuk fel annak a koordinataegyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos
az 4x — 3y = 5 koordindtaegyenessel, és atmegy a (3,2) ponton!

Feladat 135. Hatarozzuk meg a 4x — y = 2 és —4x + y = 3 koordindtaegyenesek
metszéspontjat!

Feladat 136. Adjunk feltételt arra, hogy a koordinatasik harom pontja kollinearis
legyen!

Feladat 137. Egy egyenesre illeszkedik-e az (1, 1), (2, 3) és (0, 2) pont a koordina-
tasikon?
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Feladat 138. Adjunk feltételt arra, hogy a koordinatasik harom koordinataegye-
nese egy ponton menjen at!

Feladat 139. Van-e k6z0s pontja a ¢ —y = 2, 20 +3y = 1 és ax —2y = 0
koordinataegyeneseknek?

Feladat 140. Igaz-e, hogy az affin sik ¢: (x,y) — (20, yo) + (2, y) M, koordinata-
transzforméacioja esetén (xo, yo) mindig az origd képe?

Feladat 141. Mutassuk meg, hogy az az affin sik ¢: (z,y) — (zo,%0) + (z,y) My
koordinatatranszformacioja kolcsondsen egyértelmi!

Jozser Kozma, Bolyai Institute, University of Szeged, Aradi vértanik tere 1, 6725 Szeged (Hun-
gary); E-mail: kozma@math.u-szeged.hu .
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