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MEZOPOTAMIAI ARITMETIKA

AZ OBABILONI BIRODALOM KORABAN.

A Yale Egyetemen mezopotamiai gytjteményének egyik agyagtablajan talalhaté a kovet-
kez6 jelsorozat.

Ez ez egy hatvanas szdmrendszerben irt szdmot rejt:

1;24,51, 10

ugyanis szamirasukban az T,,ék” jelentése egy, a <« ,sarokpant” jelentése tiz, de nem volt
jele a ,hatvanados” vesszOnek, a szdmjegy hidnyanak.
Atirva 10-es szamrendszerre a

24 51 10

1;24,51,10 =1+ — + — + — = 1,41421296
Y +60+602+603 ’

szamot kapjuk, amely a v/2-re emlékeztet. Val6ban,
egy mai szamitégép beépitett kalkuldtora a v/2-re kovetkezd értéket adja:

1,4142135623730950488016887242097
mig egy 9 jeggyel dolgozo zsebkalkulatorral szamolva a
1,4142135-t

kapunk. Az eltérés abszolit értéke mindkét esetben kisebb a 6 - 10~7-nél, ami débbenetes
pontossag.

Hogyan szamoltak ki, mire hasznaltak?

1. Feladat. Kivontam a négyzetet [a négyzet oldalat] a teriiletébdl és az 14, 30.

Az agyagtablan e feladat megoldasa a kovetkezo.
Vedd az 1-et |az egyiitthatot]| és osszad két részre. A 0; 30-at szorozd énmagéaval,
az 0;15. Ezt add hozza a 14,30-hoz. A 14, 30; 15 [négyzet|gyoke 29; 30. Ezt add
hozzé a 0; 30-hoz, amit énmagaval szoroztal. Ez 30, ami a négyzet [oldala).
Elemzés. Az 22 — x = 14, 30 egyenletet, 22 — ax = b alakit, kell megoldani. A szoveg
szerint az egyenlet bal oldalat teljes négyzetté alakitottak.



Oldjuk meg egyenletiinket a tabla szdvege szerint.

22—z =14,30
z? —x +0;15 = 14,30 + 0; 15 = 14, 30; 15
(r — 0;30)* = 14, 30; 15
x —0;30 = 29; 30
x = 30.
Most végezziik el az elébbi szdmolast szimbodlikusan is.
> —ar=>
2

;ﬁ—ax+() =5+ (3)
(-G
=\ (5)
§+ b+(

Lathatd, hogy a méasodfoku egyenletek jol ismert gyokképletét kaptuk meg. Az eljaras is
ugyanaz, ahogy ma azt levezetjiik.

Mit kellet ehhez tudniuk?

1. Az (u —v)? = u? — 2uv + v? azonossigot.

2. Azt a modszert, amit mi ,, mérlegelvnek” neveziink.

Az elson kevésbé csodalkozunk, igen gyakran alkalmaztak, de a masodik??? Errdl az 1930-
as évekig ugy vélték, hogy eloszor a Kr.u. VIII. szdzadban, mintegy 2500 évvel késObb
¢élt al-Khwarizmi alkalmazta egyenletek megoldasdban: ez a nevezetes al-muqabla, ami
szerepel hires traktatusa cimében is.

Ha a formuldra néziink: ismerték a mésodfoku egyenlet gyokképletét erre a specidlis
esetre???
Természetesen altalanos képletként NEM, de ugy szamoltak, mint mi ma.

A kovetkezo feladat teljesen megmutatja eljarasuk erejét.

2. Feladat. A négyzet hétszereséhez hozzaadtam a teriilet tizenegyszeresét és ez 6;15.
Vilagos, hogy a
112% 4+ 7z = 6;15

masodfoku egyenletet kell megoldanunk. Ismét négyzetté alakitottdk az egyenlet bal olda-
14t, de ehhez elobb 11-gyel megszoroztak az egyenlet, azaz a

2,122 + 1,172 = 1,8;45



egyenlettel dolgoztak.
Ha most ez utébbi egyenletet
ar? +br =c

(Y b
ca 5 5

formuldval irhaté le, azaz mindkét utobbi megoldéds azt tantsitja, hogy tulajdonképpen
ismerték azt a

gondolatmenetet, amellyel mi ma szarmaztatjuk a masodfoku egyenlet gyokképletét.
HANGSULYOZNI kell a kévetkezdket:

1. Minden esetben konkrét problémakat oldottak meg, és a megoldasokat kizardlag szove-
gesen irtak le.

2. Altaldnositési torekvések, absztrakeidk még nyomokban sem talalhatok.

3. Csupéan ,recepteket” adtak konkrét példakkal arra, hogy bizonyos jellegli problémak
hogyan kezelhetdk.

alakban irjuk, akkor szamolésuk az

SN

Mindezt jol példazza azon — korabban mar emlitett — eljarasuk is, amellyel szdmok, pon-
tosabban pozitiv racionélis szdmok) négyzetgyokét hataroztak meg. Ez is egy Hammurapi
uralkodésa idején keletkezett agyagtablan olvashaté.

Tekintsiik ismét a kordbbi szamot.

15 ] <z 21
1;24,51,10

Egy olyan szamok kell keresniink, amelyiket 6nmagaval megszorozva 2-t kapunk. Az is
vildgos, hogy a keresett szam nagyobb 1-nél, de kisebb 2-nél. Az agyagtablardl tudjuk, hogy
lépésenként egymas utan olyan szamokat szamoltak ki, amelyeket 6nmagukkal szorozva a
2-hoz egyre kozelebb kertiltek.

1. 1épés: Legyen az els6 kozelités 1;30 és osszuk el ezzel a 2-t, 1;20-at kapunk.

2. 1épés: Vegyiik e két szam Osszegének felét (szamtani kozepiiket), ami az el6bbi kettd
kozott van. Ez
0;30(1;30 4 1;20) = 0;30 - 2; 50 = 1; 25.

Ha ezzel elosztjuk a 2-t, akkor 1;24, 42, 21-et kapunk.



3. 1épés: Vegylik e két utébbi szam szamtani kdzepét:

0;30(1; 25+ 1;24,42,21) = 0; 30 - 2; 49, 42, 21
= 1;24, 51, 10, 30.

Ha elhagyjuk az utols6 60-ados jegyet, vagy a 21 felét egyszertien 10-nek vessziik, megkap-
juk a tabla értékét.

Fogalmazzuk meg az eljarast altaldnosan is. A feladat a \/a kiszdmitdsa valamely a € Q-
ra, azaz pozitiv racionalis szamra.

1. lépés: Legyen a; egy tetszoleges kozelito érték, és by = o+ Vilagos, hogy Va e két
érték kozott van.

2. 1épés: Legyen as = % és by = % E két szam is kozrefogja /a-t, és as, by az ay
és a by kozé esik.
Az eljarast folytatva olyan

ai1,ag, ... bl,bg,...

sorozatokat kapunk, amelyre egyrészt a; és b; (i = 1,2,...) kozrefogja v/a-t, mésrészt
\al—bl\ > |CL2—bQ| > ..

Ez azt jelenti, hogy mindkét sorozat egyre jobban megkozeliti a keresett értéket, ami e két
sorozat kozos hatarértéke (mai terminolégiaval),

lim a, = lim b, = /a.

n—oo



A7 OKORI KiNA ARITMETIKAJA.

A LEGFOBB FORRAS:
Az aritmetika miivészete kilenc konyvben, a Kr.e. 1. évezred kinai matematikaja
nagy részének Osszefoglalasa.

Két kérdést tekintiink mindossze.
1. Szamiras, szamolotablak.

2. Mire tudték hasznalni aritmetikai tuddsukat?
1. A kinai szamrendszer és szamiras.

Tizes alapu és bizonyos helyiérték-szerti jegyeket hordoz. A szamjegyeket palcikakbdl
(szdmoldépdlcdk) raktak fiiggblegesen vonalazott tablara. Fontrol lefelé irtak.

| eqy, szdz, ... 102",

| kettd, kétszdz, ... ,2- 10",
f hdrom, ... ,3- 102k,

Il négy, ... ,4-10%%,

Il ot, ..., 5-10%F,

T hat, ... ,6- 10",

1l hét, ..., 7-10%k,

Bl nyole, ... ,8 102

1 kilenc, ... ,9-10%F,

_ tiz, ezer, ..., 102k+1,

— hisz, kétezer, ..., 2102kt
= harminc, ... ,3-102k+1
= negyven, ... ,4-102++1,
= otven, ..., 5 102k+1

1 hatvan, ... ,6-102k+1

1 hetven, ... ,7-10%F*1,

1 nyolcvan, ..., 8- 102F+1,
L kilencven, ... ,9-10%k+1

» Az egyesek dllnak, a tizesek fekszenek, a szazasok allnak és az ezresek ismét fekszenek...”

A
LT

jelsorozat a 6728 szamot reprezentéilja.



2. Egy érdekes szamolas.

A VIII. koényv a kévetkezo problémaval kezdddik.

3 jo kévébil, 2 kozepes kévébdl és 1 rossz kévébol 39 tau gabonat kapunk. 2 jo
kévébol, 3 kozepes kévébol és 1 rossz kévébdl 34 tau gabonat kapunk. 1 jo, 2
kozepes és 3 rossz kévébdl pedig 26 tau gabonat. Mennyi gabonat kapunk 1 -1
Jo, kozepes és rossz kévébol?

A valasz: 1 jo kéve 9% tau, 1 kozepes kéve 4%, 1 rossz kéve 2% tau gabonat ad.

A tomor vélaszt a némileg részletezett megoldas kovette, a megfelel6en kirakott
szamolotabla-képeket kozolték kommentar nélkiil:

1. Tablakép.

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39
2. Tablakép.
0O 0 3
4 5 2
8 1 1
39 24 39
3. Tablakép.
0O 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39
4. Tablakép.
99 3
=2t
36 4
1
(24~36—99):5:36:4Z,

1
(39-36—1~99—2-153):3:36:91.

Vildgos, hogy az utolsé tablan a végeredmény van, de kérdés, HOGYAN SZAMOLTAK?
Ha x,y, z jeloli a j6, a kozepes és a rossz kévék adta gabonat, akkor az

3r+2y+ z=239
20 +3y+ z=34
z+2y+ 32 =26

egyenletrendszert kell megoldani. Ez megfelel az 1. Tablaképnek, hiszen
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L2 3 3z +2y+ 2=239
2 3 2

3 1] 20 +3y+ 2z =34
26 34 39 T+ 2y+3z2=206

A tovabbi tablaképek:

0 0 3 3z +2y+ 2=239

4 5 2

s 1 1 oy + 2z =24
39 24 39 4y+8z=39
00 3 3r+2y+ 2=39
0 5 2

36 1 1 oy + 2z =24
99 24 39 36z = 99

Ezen egyenletrendszer mar konnyen megoldhato:

3r+2y+ z=239

oy+ 2=24
36z =99
amibdl

99 3
2 _ 9%
36 4
1
(24-36—99):5:36:41

1
(39-36—1-99—2-153):3:36:91.

NEM NEHEZ ESZREVENNI, HOGYAN IS SZAMOLTAK. A KOZEL KETEZER EVVEL KESOBB
GAUSS ALTAL FOLFEDEZETT MODSZERREL, CSAK LATHATOAN EL AKARTAK KERULNI A
TORTEKET MINDADDIG, AMIG AZ LEHETSEGES. ELJARASUKAT OK Feng cheng MOD-
SZERNEK NEVEZTEK.



A GYOKMENNYISEGEK KEZELESE, A NEGATIV SZAMOK PROB-
LEMAJA.

Mezopotamia.

A négyzetgyokvonds aktudlis eredményét nem tekintették minden esetben pon-
tosnak, DE tugy vélhették, hogy eljarasukat elég sokdig folytatva a pontos értékhez
érnek.

[smerték a , hiany” fogalméat, tudtak is vele szdmolni annak ellenére, hogy nem
szamnak tekintették.

Gorogok.

A kora

A Kklasszikus korban nem szamoltak, de téliikk ered az ,,0sszemérhetetlenség” fo-
galma, ami az irraciondlisnak felel meg.

Euklidész az Elemek X. konyvében részletesen targyal bizonyos nem 6sszemérheto
mennyiségeket és ezek ardnyét: AZ IRRACIONALISOK OKORI ELMELETE.

A hellén korban ugyan végeztek kozelité szamitdsokat (pl. Archimédész), de
gyokmennyiségekkel nem foglalkoztak.

kozépkori India.
Toliik ered a 10-es alapu helyiértékes szamiréas.

A hiany olykor szam is, a VI. szdzadban ARYABHATA néhdny szabalyt adott
kezelésiikre.

Ugyanebben a szdzadban alkalmaznak el6szor jelet a szamjegy hidnyéra: ,, hidnyzo
szamgjeqy helyébe iry korocskét.”

A VII. szézad elején tekintik el0szor szamnak a ,,szdmjegy hidanyat”, azaz megje-
lenik a nulla, mint szam, DE er6s korlatokkal.

A IX. szdazadban MAHAVIRA irta:
egy szamot 0-val szorozva 0-t kapunk,
s ha eqy szambol 0-t vonunk ki,
akkor a szam nem vdltozik.
ha egy szamot 0-val osztunk,
akkor a szam valtozatlan marad.

Megjegyzés. Ha valamit ,,sehany” részre osztunk,... A ,semmi” a 0 szinonimdaja. Sok
probléma forrasa: mi az, ami , kisebb/kevesebb a semminél”?
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Semmit nem bizonyitottak, csak szabalyokat fogalmaztak meg verbalisan, gyak-
ran verses formaban. A szabdalyt példaval illusztraltak. Példaul a torttel vald
szorzas szabdlya:

Forditsd meg és szorozz vele.

BHASKARA szabdlya a gyokmennyiségek Osszeadéasara:
A nagyobbik és a kisebbik hanyadosdnak
négyzetgyokét noveld egqyel,
vedd ezen 0sszeq négyzetét,
majd szorozd meg a kisebbel,
és ennek négyzetgyoke a két négyzetgyok osszege.



- Az illusztralé példa:

V34 V12 = <\/¥+1> .3=3V3

- Ugyancsak verbalisan fogalmaztdk meg a

Va+vb=y/(a+b)+2vab  (a,b>0)
miiveleti szabalyt, illusztralé példaja az el6bbi

\/§+\/T:\/(3+12)+2\/3.1 = /27 = 3V3.

- Lathatéan a gyokmennyiségekkel igy bantak, mint az egészekkel, hiszen a maso-

dik szabaly a
c+d=+/(c+d)?>=+c?+d?+2cd
azonossag ¢ = v/a és d = v/b helyettesitéssel.

Negativ szamok.

Egyre kiterjedtebben szamoltak ,, hianyokkal” szinte szamnak tekinteték mar. BRAH-
MAGUPTA 628-ban megfogalmazta a négy alapmivelet szabalyat negativ szamokra.

BHASKARA (XII. sz.): egy pozitiv szdmnak két négyzetgyoke van, az egyik pozitiv,
mig a masik negativ.
Bhaskara: Van-e négyzetgyoke a negativ szamoknak? NINCS, mert barmely szam

négyzete pozitiv.

Mindezt indoklasok, pontos definicidk és tételek megfogalmazasa nélkiil tették, alta-
ldban verses formaban.

MINDEZEK ELLENERE a negativ szamok hasznalata meglehetdsen korlatozott, job-
béara csak a hidny jelolésére hasznaltak.

Konkrétan, ha az egyenlet valamely gyoke (a szdmolds végeredménye) negativ szam-
nak adédott, akkor azt, mint lehetetlen megoldast, elvetették. Példaul még Bhaskara
is ezt irta, ha egy probléma (pl. egyenlet) megoldasaként 50-et és —5-6t kapott:

Ez esetben a mdsodik értéket nem lehet figyelembe venni, mert az nem lehet meg-

oldasa a problémanak, hiszen az emberek nem fogadjdk el a negativ megolddsokat.
Folismerték, hogy egy masodfoki egyenletnek két gyoke van, ami negativ, vagy gyok-
menyiség (irraciondlis) is lehet.

Mig korabban — példaul Diophantosz — a masodfoki egyenletek harom tipusat:

ar’ +bxr =c
ar® =bxr +c

ar’ +c=0>b

11



ahol a,b,c > 0 vizsgaltak, nekik, mivel negativ egytlitthatokat is megengedtek, ele-
gendd volt egyetlen tipus, az
pr’ +qr+r=0

vizsgalata. A ma is alkalmazott eljaras szerint a bal oldalt teljes négyzetté alakitdsa
révén oldottdk meg ezen egyenleteket.

- Mahavira e moédszerrel még az

§+2\/5+15:x

egyenletet is megoldotta, amely egy szoveges feladatbol szarmazott.

Lanctortek.

12

- A hatarozatlan egyenletek elméletében a hinduk joval meghaladtak Diophantoszt. Ok

az, Osszes egész megoldast keresték, mig a gorog megelégedett egyetlen raciona-
lissal.

- Az

axr £ by =c

alakt egyenletek, ahol a, b, ¢ > 0 egészek, egész megoldasai megadasaval el6szor Aryab-
hata foglalkozott. Mddszerét utddai jelentosen tovabbfejlesztették. Végil egy olyan
eljarast dolgoztak ki, amelyet ma is hasznalunk.

- Nyilvén elegend6 azzal az esettel foglalkozni, amikor In. k. o.(a,b) = 1.

- Kovessiik most Euklidész algoritmusat, amellyel a legnagyobb ko6zos osztét hatarozza

meg, s tegyiik fol, hogy a > b.

a=ab+r
b:a2r1+r2

(1) r1 =agrs + 13

- Az els6 egyenléséghdl

a 1
(2) E = ax + I7
1
a masodikbdl
b n 1
— =q JR—
1"1 2 :_;7
amit (2)-be helyettesitve
a 1
as + T



Az eljarast folytatva kapjuk, hogy

a 1
3 - = S
( ) b ai + ., 1
Qo 4 —
? 1
as + —
amit abban az idében leginkabb az
a 1 1
4 — =q + - ...
( ) b ! as+ as+

alakban irtak.
- Vildgos hogy a (3), ill. (4) jobb oldaldn 4ll6 végtelen Gsszeg konvergencia-problémakat
vet fol, de azok abban az id6ében fol sem mertltek.

- Legyen a (3), ill. (4) lanctort k-adik kezdd szelete

1

a+——= %.
o+ 1 qk

2T 1

o

ag

Igazolhaté, hogy
— = lim ]&
k— oo gk

a
- Ha képezziik az 7 lanctort alakjat, s annak b egy kezdé szelete, akkor
q

aq — bp = £1,

ami konnyen vezet az ax + by = c alakud egyenletek megoldasdhoz.
Eurépa a XI - XV. szazadban.
- A XIII. szazad kozepéig majd minden matematikus az iszlam iskolakban tanult.
- Fokozatosan tért nyer a 10-es alapu helyiértékes, hindu-arab eredetii szamiras.
- A XIII. szézad elején még hasznaljak a mezopotamiai 60-as szamrendszert is,
foleg nagy szamolasigényt feladatokban.
- Palermoi Janos egyik feladata a pisai LEONARDO szamara: Megoldandé az

23 + 222 4+ 10z = 20

egyenlet.
- Leonardo kozelit6 megoldasa

z=1;22,7,42,33, 4,40

3-107!" pontossigi.
- Osszefoglalék: Luca PAcriorL: Summa ..., TARTAGLIA: General trattato
de’numeri ...

13



XVI. szazad.
- Uj technikdk az irracionalisokkal valé szamolasokra, pl. M. STIEFEL kalkulusa az

\n/ a+ Vb
alaku kifejezésekre.

- S. STEVIN javaslata a tizedestortek irdsara:
5,912 frdsa 5 @9 D1 @2 @ vagy 5,9'172"”

- G. CARDANO: kobgyokot tartalmazoé nevezd gyoktelenitése.
- Nincs el6relépés a negativok és az irracionalisok megitélésében. Pozitivum: a 0
ugyan mar tobbnyire szamnak tekintetik, bar altaldban még ,,semminek” nevezik.
Vita az irracionalisokrdl.
- Stiefel: Arithmetica Integra (1544):
Muvel az olyan geometriar bizonyitisokban, ahol a raciondlis szamok nem megfele-
loek alkalmazhatok az irraciondlis szamok, és velil elvégezhetjiik a bizonyitdsokat;
az iranyba kényszerulunk haladni, hogy kijelentsik: az irraciondlisok igenis szd-
mok, mivel a velik kapott eredmények redlisok (valdsagosak). Mdsrészt azonban
mas meggondoldsok arra késztetnek benninket, hogy tagadjuk azt, hogy az irracio-
ndlisok egydltalan szamok. Ugyanis, amikor szdmolunk velik (tizedestort alakban)
azt tapasztaljuk, hogy nem lehet oket pontosan meghatdrozni. fgy nem nevezhet-
Juk oket igazi szamoknak, mivel természetiknél fogua hidnyzik belélik a precizitds.
Ezért, ugyanigy mint ahogy a végtelen nem szam, egy irraciondlis szam sem igazi
szdm, hanem éppugy valami kodos végtelen.
Azaz a valos szamok egészek vagy tortek, igy az irracionalisok nyilvan nem szamok.
- B. PascAL (XVIL. sz.) szerint
. az olyan mennyiségek, mint pl. a /3 csak geometriai mennyiségként foghatdk
fel. Az irracionadlisok pusztin szimbolumok, amelyek nem léteznek az dltaluk rep-
rezetalt folytonos geometriai mennyiség nélkil. A wvelik vald szdmoldsokra tehdt
nem aritmetikai szabdlyok vonatkoznak, hanem az Fudoxos-féle ardanyelméletet
(Euklidesz V. konyve) kell alkalmazni.
Lényegében ugyanezen véleményt olvashatjuk I. NEWTON Arithmetica Universalis c.
konyvében, amely 1707-ben jelent meg, de kb. 30 évvel korabbi eredményeinek Gssze-
foglaléasa.
S. Stevin: az irracionalisok olyan szamok, amelyek tetsz6leges pontossaggal
kozelithetok racionalis szamokkal.
R. DESCARTES, A gondolkodds szabdlyai (1628): az irraciondlisok olyan absztrakt
szamok, amelyek folytonos mennyiségeket reprezentdlnak.
J. WALLIS, Algebra (1685): az irraciondlisok teljes jogu szdamok, és hangoztata, hogy
az Elemek V. konyve lényegében aritmetika.
A negativ szamok statusza.
- Iszlam tradicidk alapjan szamoltak ugyan veliik (adéssdg, hidny), de a legtébb mate-
matikus nem tekintette azokat valés (azaz ,igazi”) szamoknak.
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Az

= Egyenletek megoldasaként egydltalan nem johettek szdba.
Stiefel: abszurd szamok,
Cardano az egyenletek negativ gyokeirdl: fiktiv megoldasok, puszta szimbdélumok,
mert a ,semminél kisebb mennyiséget jelolnek”, de az egyenletek transzformaldsa-
val, a probléma helyes megfogalmazasdval ,,valéssd”, azaz pozitivva tehetok, mint a
kovetkezo feladatndl.
Az apa 56, a fia 29 éves. Hdany év milva lesz az apa kétszer olyan idds, mint a
fia?
A feladat az 56 + z = 2(29 + ) egyenletre vezet, amelyb6l x = —2. Ez ,lehetetlen
megoldas”, abbdl adédott, hogy rosszul tiiztiik ki a feladatot. A helyes kérdés:
Hdany évvel korabban volt az apa kétszer annyi idds, mint a fia?
B. Pascal: a 0 — 4 kivonas valami teljesen abszurd dolog.
A. Arnould (teolégus és matematikus, Pascal bardtja): megkérdéjelezte, hogy az

(=1):1=1:(-1)

arany korrekt. Ugyanis, ha —1 < 1, akkor a bal oldalon kisebb szam aranylik na-
gyobbhoz, mig a jobb oldalon forditva, nagyobb aranylik a kisebbhez. Ezen aranyok
semmiképp sem lehetnek egyenlok.
Ugyanerrdl 1712-ben G. W. LEIBNIZ:
az ellenkezés jogos, de azért lehet ilyen aranyokkal dolgozni, mert korrekt
formdajuak. fgy veliik ugyanaz a helyzet, mint a képzetes szamokkal.
A XVI. sz. végén T. HARRIOT angol algebrlsta elfogadta a negativ szamokat, de
az egyenletek negativ gyokeit 0 is elvetette. O hasznélta elészor kettds értelemben a
minusz jelet.
R. BOMBELLI (a ,,casus irreducibilis” els6 megoldéja) korrekt definiciét adott a negativ
szamokra.
S. Stevin: egyenletekben lehetnek negativ egyiitthaték, a ,,valés” gyok nem lehet
negativ.
J. Wallis eredeti elképzelése. Ugy vélte, a negativ szamok nem kisebbek a 0-nal, hanem
nagyobbak a végtelennél. Arithmetica Infinitorum (1685):
az a/0 hdnyados pozitiv a-ra végtelen lévén, amennyiben a nevezdt egqy megativ b
szdmra cseréljik, akkor az a/b hdnyadosnak nagyobbnak kell lennie a végtelennél.
1831-ben A. de MORGAN (a University College of London professzora):
A /=1 képzetes és a —b negativ mennyiség abban hasonlit egymdsra, hogy
amennyiben barmelyikiik is elokeriil egy probléma megoldasaként, mindketo in-
konzisztenciat vagy abszurditast jelez. (On the Studies of Dificulties in Mathe-
matics)
[usztraciéként megemliti Cardano korabbi probléma&jat az apa és a fia életkorardl,
de csak addig jut, hogy a kapott x = —2 megoldas abszurd.
irracionalisok problémaja.
Uj megkozelités: 1572-ben Bombelli linctorteket alkalmaz a /2 meghatérozaséara
(?kozelitésére?).
1

(1) ﬁ:1+§,
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egyenletbol
(2) y=1+2.

Az (1) mindkét oldaldhoz 1-et adva, (2)-szerint

1
(3) y=2+—.
Y
Ismét a (2)-t, majd az (1)-et alkalmazva
1
24 -
Yy
Ebbe a (3)-at helyettesitve
1
V2=1+ -
24+ ——
24 -
Y
Az eljarast folytatva azt kapta, hogy
1
V2=1+ - :
2+
2+ !
2+ !
2+ !
1
2+ —

Bombelli jelolése:
V- S
2+ 24 24 24 24 T
Megjegyzés. E korban a konvergencia fogalma fol sem meriilt, igy 6t sem érdekelte, hogy
a végtelen lanctort konvergél-e valamilyen értelemben, és ha igen akkor a v/2-hoz.
Nemcsak lanctorteket alkalmaztak, hanem végtelen szorzatokat is bevezettek. Itt sem
meriiltek fol konvergencia-kérdések e korban.

- Wallis 1685:
4 3-3-5-5-7-7...

T 2-4-4.6-6-8...
Nem korrekt uiton kapta a j6 eredményt. Mai eszkozokkel példaul a

w/2

f sin” zdx
lim —2 =1
n—oo 7r/2

i sin" ! zdx

0

16



tételbdl az

/2
m — 1)!!
/ sin™ zdr = % m paratlan
m!!
0
/2
m — 1)!!
/ sin™ xzdr = %g m pAaros
0

egyenloségekkel kaphato, ahol
ol — { m(m —2)(m —4)...1 ha m paratlan,
B m(m —2)(m —4)...2 ha m péros.
- Lord William BROUNCKER (a RS tagja):
4 19 2549

T Tayayarar
Wallis eredményének elézménye: Francois VIETE (francia udvari matematikus és csillagész)
formuldja m-re, amelyet korbe irt 4,8, 16, ... oldalu sokszogek segitségével nyert:

2 90° 90° 90°
— = C0S cos cos e

s 2 4 8
_\/T 1+1\/T N |
S Va2V2 2Va2\2 2V2 2Vo2 "

A lanctortek konvergenciaproblémajaval is Wallis foglalkozott el6szor az 1695-6s Opera
Mathematica c. konyvében, de csak formadlis szamoldasokat végzett, megadta a lanctort
véges kezdd szeletei (néhol konvergenseknek nevezik) sorozatat.

L. Euler és tanitvanyai, Lagrange.

- A raciondlis szamok lanctort alakja véges, minden véges lanctort értéke raciondlis
szdm, kovetkezésképp a végtelen (egyszerti) lanctortek irraciondlis szdmoknak felelnek
meg.

- Mivel

R WEC NI W W R W WL
az e irraciondlis szdm (Vollstdndige Einleitung ...)
- J. H. LAMBERT (1761): Ha = € Q és x # 0, akkor e, tanz nem lehet raciondlis. Ez
maga utan vonja, hogy 7 irracionalis, hiszen tan 7 = 1.

1
™=3+

7+
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J. L. LAGRANGE (1765): Barmely valés(?) egyiitthatés masodfoki egyenlet gyokei
véges, vagy periodikus végtelen lanctortként allithaték el6. Minden végtelen periddi-
kus lanctort értéke kvadratikus irracionalis.
Lagrange eredményébol kovetkezik, hogy e nem lehet kvadratikus irraciondlis.
Lagrange sejtése: a m nem lehet egyetlen racionalis egytlitthatés nemzérd polinomnak
sem gyoke. Megjelent az
algebrai szam

fogalma.
Euler: ,, Bizonyos szdmok meghaladjak az algebrai modszerek erejét,” azaz

transzcendens szamok.
1750 koriil (Euler, Lambert, Lagrange) azt sejtették, hogy e,m, tovabba a,b €
Q, a,b > 1 esetén log, b, és hasonléan, ha =z € Q, = # 0, akkor e”, tanz mind
transzcendens szam.



MIK IS VALOJABAN A VALOS SZAMOK.

- Euler, Lambert, Lagrange sejtése: Az e, m, tovabba a,b € Q, a,b > 1 esetén log, b, és
hasonléan, ha x € Q, = # 0, akkor e”, tanz mind transzcendens szam.

Létezik egyaltalan transzcendens szam?

Alapveto definicidk.
1. a € R(C) n-edfoki algebrai szam, ha van olyan n-edfoku irreducibilis f € Q[z]| poli-
nom, hogy f(a) = 0.
2. Az a € R valés szdm n-edrendben approximdlhato raciondlis szamokkal, ha végtelen

sok olyan ¢, b > 1 racionalis szam létezik, hogy

il

b

)

ahol c(«) csak a-tdl fliggd konstans.
Liouville tétele (1844). Ha o € R n-edfoku algebrai szam, akkor a legféljebb n-edrendben
approximalhato raciondlis szamokal.

Kovetkezmény. Létezik transzcendens szam, ha létezik olyan valds szam, amely tetszo-
leges rendben approximéalhaté racionalis szamokkal.

Liouville (1844): A

=1
Z o7 = 0,110001000000000000000001 . ..
n=1

sor konvergens, és Osszege tetszoleges rendben approximélhato racionalis szamokkal, igy
transzcendens.

Megjegyzés. Lathato, a tételbeli szam n-edik jegye 1-es, ha n = m! valamely m € N-re,
kiilonben zéré. Ebbdl az is vildgos, hogy « irraciondlis.

Thue tétele. Ha o n-edfoki (n > 3) valds algebrai szdm, akkor bamely ¢ > 0 konstans
esetén az

<_
C’I’L

o — —

’ T
S

egyenl6tlenség csak véges sok r/s € Q-ra teljesiil.

Roth tétele. Ha o valés algebrai szam és k > 0 tetszoleges valés szam, akkor az

1
82—‘,—/1

egyenl6tlenséget csak véges sok r/s raciondalis szam elégiti ki.

Megjegyzések.
(1) Roth tétele az erésebb.
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(2) Téves az a hiedelem, hogy a transzcendens szamok megegyeznek a ,j6l approximélha-
tokkal”. Csak az igaz, hogy minden jol approximéalhaté szdm transzcendens.

Tétel. Legyen x > 0 valos szam, és H azon « valds szamok halmaza, amelyekhez végtelen
sok olyan r/s racionalis szdm van, melyekre

teljesiil. Ekkor H nullamértéki halmaz.

Kovetkezmények.

(1) Az el6bbi H halmaz minden eleme transzcendens.

(2) Csak megszamlalhaté sok tetszéleges rendben approximélhaté transzcendens szam 1é-
tezik, igy majdnem minden transzcendens szam ,rosszul” approximéalhaté.

G. Cantor két halmazelméleti eredménye.

(1) Az algebrai szamok halmaza megszamlalhato.

(2) Kontinuum sok transzcendens szam létezik, sét majdnem minden valés szam transz-
cendens.

Néhany fontos konstans transzcendens volta.
HERMITE tétele. (1873): Az e szam transzcendens.
Hermite ugy vélte, hogy bizonyitasa egyedi, azaz mddszere méasra nem hasznalhato.

LINDEMANN tétele. (1882) (L-Weierstrass) Ha aq, ... , ai kiillénb6z6 algebrai szamok, ak-
kor e®1, ... e** linearisan fliggetlenek az algebrai szamok teste folott.
Kovetkezmények.

(1) Az ™ +1 = 0 egyenléség alapjan adédik a 7 transzcendens volta, de kovetkezik
Hermite eredményét is: ha n = 2, p; = 1, x9 = 0, akkor e** nem algebrai, s igy e sem
lehet az.

(2) A kornégyszogesités 6kori probléméja nem oldhat6é meg.

(3) Ha a € A, v # 0, akkor e®, tovdabba, ha a € A, a # 0,1, akkor log v transzcendens.
A mai napig nyitott kérdés az e + 7 szdm természete, mig e + im transzcendens volta
trivialitds. (Azonnal adédik az algebra alaptételébdl, és abbdl, hogy az algebrai szamok
testet alkotnak.)

Ugyancsak a mai napig ismeretlen az in. Euler- konstans, a

1 1
c= lim <1—|———|—...—1———logn),
n

n—oo 2

szam, milyensége.

Egészen a milt szazad 30-as éveiig nem volt ismert az o alaki szdmok természete,
ha « algebrai, § pedig irraciondlis algebrai szam. Példdul, algebrai-e vagy transzcendens
a 2V2 sz4m?
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Mindezek utan nem meglepé D. HILBERT 1900-as problémafolvetése.

Hilbert VII. problémaja.
Hermite és Lindemann eredményeit — amelyek az exponencidlis fiigguényekre vonat-
koznak — minden matematikus nagyra értékeli. Ezen az uton tovabb kell haladni, s
az elkovetkezo i1doben az alabbi problémadt kellene megoldani. Bizonyos — az anali-
zisben fontos — transzcendens fliggvények egyes algebrai szam helyeken algebrai szam
értékeket vesznek fol. Ugy tinik, hogy ezt érdemes alaposan meguizsgdlni. Ugyanis
daltaldban azt képzeljiik, hogy a transzcendens fiiggvények mindeniitt transzcendens €ér-
tékeket vesznek fol. Tesszik ezt annak ellenére, hogy ismerink olyan transzcendens
fuggvényeket, amelyek algebrai szamokhoz algebrai szdmot, sot raciondlisat rendelnek.
Példdul az €™ exponencidlis fiigguény értéke minden z € Q-ra algebrai, mig minden
z € A\ Q-ra transzcendens. Ezen dllitas geometriailag is megfogalmazhaté. Ha egy
egyenldszdri hdromszogben az alapon fekvd szog és a szdrak dltal alkotott szog ardnya
transzcendens, akkor az alap és a szar aranya is transzcendens. Bar ez egy igen egysze-
riien hangzo dllitas, ekvivalens Hermite és Lindemann eredményével, s a bizonyitdsa
s 1gen nehéz, sot meglehetdsen bonyolult.
Hasonloan nehéz lehet a bizonyitdsa a kovetkezo dallitasnak 1s.

Legyen a €A és 3 €A\ Q, ekkor az o” alakii szamok, példaul 2‘/5, e” =i%,
mindig transzcendens szamok, vagy legalabb irracionalisok.

Biztos vagyok benne, hogy ezen, és a hasonlo problémdk megolddsa egészen 1j modsze-
reket igényel, s eqy 1uj szemléletet is ad. Uj megquilagitasba helyezi az irraciondlis és a
transzcendens szamokat.

Uton probléma megoldasa felé.

Hilbert e problémajat annyira nehéznek tartotta, hogy egy 1919-es gottingeni eldadasaban
a kovetkez6 vélekedéseinek adott hangot:

(1) A Riemann-hipotézis bizonyitdsa iranydba az utébbi években komoly elérehala-
dés tortént, igy nagyon reméli, hogy még megéri a bizonyitasat.

(2) Szdmos biztaté eredmény van a Fermat-sejtéssel kapcsolatban is, ezért talan a
hallgatosag legfiatalabb tagjai megérik a sejtés bizonyitasat.

(3) Annak a bizonyitasit azonban, hogy a 2V2 transzcendens szam, a je-
lenlevok koziil senki sem fogja latni.

Ma mar tudjuk, hogy Hilbert e harom allitasa koziil legalabb kettoben tévedett, talan csak
a masodik joslata teljesiilt.
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A MEGOLDAS.

1. 1929-ben Gelfond igazolta, hogy amennyiben 3 komplex kvadratikus irraciondlis szam,

akkor o transzcendens. Ez tartalmazza az e™ esetet, mert e szdm az i~ 2

(2) Egy évvel késobb — Gelfond mdédszerének tjabb mdédositasaval — Kuzmin és Siegel

(egymastdl fiiggetleniil) megmutattak, o’ akkor is transzcendens, ha (3 valés kvadratikus

irraciondlis szam. KEzzel, még béven Hilbert életében, bebizonyitottak, hogy 2V2 transz-
cendens szam.

(3) Végiil 1934-ben — egymadstodl fiiggetleniil, Siegel egy eredményének folhasznéldsdval —
Gelfond és Schneider igazoltak Hilbert sejtésének, a VII. problémanak legerdsebb valtoza-
tat.

Gelfond - Schneider tétel. Ha «, (5 0 és 1-t0l kiilonbo6z6 algebrai szamok, tovabba (3
irraciondlis, akkor o transzcendens szém.

HILBERT EZEN EREDMENY MEGSZULETESET

MEGERTE.
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