MAGASABBFOKU EGYENLETEK 2.

AZ EDDIG TARGYALTAK OSSZEGZESE.

1. Aziszlam matematikusok azt vallottak, hogy a harmad- és a magasabb foku egyenletek
csak geometriai iton oldhaték meg.

2. Egészen a XX. szazad kozepéig altaldnosan elfogadott nézet volt, hogy ezt csak a
XVI. szézadi italiai matematikusok cafoltak meg megadva a harmad- és a negyedfoku
egyenletek ltaldnos (algebrai) megoldasanak eljarasat, a ,,gyokképletet”.

3. XIV-XV. szazadi italiai kéziratokbdl kideriilt (a XX. szdzad masodik felében), hogy
szamos részleges eredmény sziiletett az egyenletek algebrai megoldasaval kapcsolatban.

4. A legfoljebb negyedfoku egyenletek megoldasanak a kulcsa minden esetben egy eggyel
alacsonyabb fokui segédegyenlet, tin. rezolvens egyenlet megoldasa volt.

Természetesen folmeriilt kérdés:
Létezik-e barmely n-hez (n > 2) van olyan k < n — 1, hogy tetszbleges n-edfokii
egyenlet megolddsa visszavezethetS egy (vagy tobb) k-adfoku iin. rezolvens egyenlet
megoldasara.

A kutatasok altalanos irdnya egészen a XIX. szdzad elejéig a rezolvens egyenletek keresésére

volt (pl. Waring, Vandermonde, Lagrange, Malfati).

U’jabb kérdés a XVIII. szazad utols6 harmadaban.
BIZTOSAN MEGOLDHATOK AZ EGYENLETEK?

Az elsé ilyen irdnyt dolgozatot az olasz Paolo RUFFINI publikalta 1798-ban. Ennek ismer-
tetése elott egy fontos kérdést kell tisztazni: ha negativ eredményt akarunk bizonyitani,
elobb pontosan meg kell mondani, hogy

minek e nemlétét kivanjuk igazolni.

1. Kérdés. Legyen f = 2™ + a, 12" ' + ... + a1 + ap tetszéleges polinom (n > 2).
Létezik-e olyan csak n-tol fiiggo eljaras, amellyel az f = 0 egyenlet gyokei megkapha-
tok az ag, ... ,a,—1 egyltthatékbdl a négy alapmiivelet (6sszeadds, kivonds, szorzas
és osztds), valamint gyokvondsok (egész kitevés) véges sokszori alkalmazaséaval.

2. Kérdés. Ha az el6bbire valamely n-re nemleges a valasz, akkor létezik-e olyan eljaras
minden ilyen n-re, amely az n-en kiviil az egyiitthatéktdl is fligg?

Mielott e kérdésekkel — korabeli médon — tovabb foglalkoznédnk, megfogalmazzuk a prob-
lémat XX. szazadi eszkozokkel is a konnyebb érthetdség kedvéért.
1. Definicié. Legyen A = {aj,...,a,}, n € N tetszéleges halmaz. A ¢: A — A bijektiv
leképezéseket permutdcioknak nevezziik. Ugyancsak permutdciéknak szokds nevezni az A
halmaz elemeinek kiilonboz6 sorrendii folsorolasait is.
2. Definicié. Legyen G tetszéleges nemiires halmaz, és definidljunk rajta egy (szorzésként
jelolt) kétvéltozos miiveletet. Azt mondjuk, hogy a (G, -) rendezett par csoport, ha

(z) a miivelet asszociativ, azaz minden a,b, c € G-re a(bc) = (ab)c;

(12) van olyan e € G, hogy minden a € G-re ae = ea = a;
(12) minden a € G-hez van olyan o’ € G, hogy, aa’ = a’a = e.
Példa. (Z,+), tovabbd, ha S, jeloli az A halmaz Gsszes permutécidit, akkor (54, -) szintén
csoport, ahol ,,-” az ismert leképezésszorzast jeloli.



3. Definicié. Legyen F' nemiires halmaz, és definidljunk rajta két — Osszeadasnak és

szorzasnak jelolt — miiveletet. Azt mondjuk, hogy az (F';+, ) rendezett harmas test, ha
(1) (F,+) és (F \ {0}, ) kommutativ miiveleti csoport,

(12) tetszOleges a,b,c € F elemekre a(b+ ¢) = ab + ac, azaz a szorzas disztributiv az

Osszeadasra.

Példa. (T';+,-), ahol T lehet Q, R, C barmelyike.

4. Definicié. Valamely csoport (test) azon részhalmazait, amelyek az eredeti miivelettel
(miiveletekkel) szintén csoport (test) részcsoportoknak (résztesteknek) nevezziik

5. Definicié. A komplex szamok testének résztesteit szdmtesteknek nevezzik.

Megjegyzés. A szamtestek mindegyike tartalmazza a raciondlis szamok testét.

Az olasz Paolo RUFFINI volt az elsé matematikus, aki folvetette, hogy az 6t6d- és ma-

gasabbfoki egyenletek talan nem is oldhaték meg az kivant médon. Elsé témaba vago

dolgozata 1798-ban jelent meg és 324 oldalas volt. Ezt két lényegesen rovidebb mii ko-

vette.

Lényegében Lagrange modszerével dolgozott (a tanara volt), szintén a gyokok egy alkalmas

racionalis fliggvényével dolgozott, de az nem volt sziikségképp linedris.

Néhany eredménye.
Legyen L = L(xy,... ,x,) az

(%) "+ ap_12" 4. dax+ag=0

egyenlet gyokei egy raciondlis fliggvénye (polinomja), in. rezolvense.
Megjegyzés. Ez Lagrange esetén ez

L=21+axry+ a2m3 +a’r, + oz4x5

volt, ahol o primitiv 6todik egységgyok.

1. Mér Euler sejtette, és Gauss be is bizonyitotta, hogy a (%) egyenletnek n szamu
komplex gyoke van (kozottiik természetesen lehetnek egyenldk is).

2. A (x) egyenlet gyokjelekkel valé megoldédsa azt jelenti, hogy

- megkonstrualjuk C-nek az egyiitthatékkat tartalmazé legsziikebb résztestét,
- ezt e test elemeibdl nyerheté gyokmennyiségek hozzavételével addig bévitjiik
(mindig testté téve), amig tartalmazza a gyokoket.

3. A (%) egyenlet gyokeinek Gsszesen n! szdmi permuticidja van. Tegyiik fol, hogy
koziiliik s szamu olyan van, amellyel szemben L invarians. fgy L n!/s szamu kiil6nb6z6
értéket vesz fol.

4. Igazolta:

- Ha n = 5, akkor n!/s lehetséges értékei 2,5,6, azaz nem fordulhat el6 az, hogy L
3 vagy 4 értéket vesz csak fol. Ez azt jelenti, hogy a rezolvens nem lehet harmad-
vagy negyedfoku egyenlet gyoke.

- Ha nl/s # 2, akkor 5|n!/s. Ha n!/5 = 5, akkor létezik 6tédfoku in. rezolvens
egyenlet, olyan otodfoku egyenlet, amelynek a rezolvens gyoke.

- Ezen rezolvens egyenlet azonban nem redukalhaté

2 —m=0



alakura.
Egy hosszu sor hasonlé jellegii allitas utan bizonyitani vélte:
Tétel. Az altalanos 6todfoki egyenlet nem oldhaté meg gyokvonasokkal, azaz nincsenek
olyan gyokmennyiségek, amelyek megoldasai az egyenletnek.
Sajnos a bizonyitasban folhasznalta a kovetkez6 nem bizonyitott allitast: Az elébbi gyok-
mennyiségek a gyokok racionalis fiiggvényei.
E hianyossagra késébb Abel mutatott ra.
Neves kortarsai is elutasitottdk eredményét, de konkrét kifogassal nem éltek. A legtobb
kortarsa azt hitte, az egyenletek megoldhaték gyokvonasokkal.

Ruffini érdeme.
1. El6szor vetette fol a gyokjelekkel nem megoldhatésagot.
2. El6szor hasznalta mai értelemben is korrekten a permutacié és a helyettesités fogalmat,
ami az els6 1épés volt a permutaciécsoport fogalmahoz.
3. Implicite megkiilonboztette azt a két fogalmat, amit ma tranzitiv ill. intranzitiv per-
mutacidécsoportnak neveznek.
Egy érdekes tovabbi eredménye. Valamely nem szimmetrikus raciondalis fliggvény
vagy legaldbb 6t értéket vesz fol, vagy legfoljebb kettot.
Cauchy Aaltalanositasa. Legyen az n € N természetes szam legnagyobb primosztéja p.
Egy n-valtozos nem szimmetrikus raciondlis fliggvény vagy legalabb p értéket vesz fol, vagy
legfoljebb kettot.

Cauchy néhany tovabbi relevans eredménye.
1. Permutaciok egymas utani végrehajtasa tekintheto a permutacidk szorzasanak.
2. A ,helyettesitések strukturajanak” vizsgalatakor bevezette a helyettesitések hasonlo-
saga fogalmat: két helyettesités hasonld, ha ugyanaz a ,, ciklus-struktarajuk”.
3. P~(Q < P =R QP valamely R helyettesitésre.

Niels Henrik ABEL (1802-1829.)

Tizenévesen megoldani vélte az altaldanos 6todfoku egyenletet, de hamarosan megtalalta
eljarasa hibajat.

1824-ben korrekten igazolta, hogy az altalanos 6todfoku egyenlet nem oldhaté meg gyokvo-
nasokkal. Errél egy rovid francia nyelvii memodart adott ki. Elkiildte Gaussnak, de vélaszt
nem kapott.

Eredménye alapjan allami Osztondijat kapott kilfoldi tanulmanyutakra. Jart Németor-
szagban, Olaszorszaghan és Parizsban, de sehol sem targyaltak vele érdemben.

Cauchy példdul azonnal félretette memodrjat, mert ,igen rossz francia nyelvtudésrol ta-
nuskodott”.

1826-ban a kib6vitett (20 oldalas) német nyelvii véltozat,

Beweis der Unmdglichkeit algebraische Gleichnungen
von horeren Graden als dem vierten allgemein aufzulosen

cimmel megjelent Berlinben a Journal fiir reine und angewandte Mathematik (az un.
,Crelle Journal” 1. szdméaban. (Ez a legrégebbi olyan matematikai folydirat, amely a
mai napig megjelenik.)



Lagrange és Cauchy azon eredményeire alapozott, amelyek az n-valtozos nem szimmetrikus
racionalis fliggvények permutaciékkal szembeni viselkedésére vonatkoztak, de egészen mas
moédon alkalmazta azokat, mint el6dei.

Mar a kiindulépontja is mas mint volt. Vizsgalando egyenlete egytitthatéit dltalanosoknak,
puszta szimbdélumoknak tekintette, amelyek kozott semmiféle Osszefiiggés nincs.
1826-0s dolgozatanak azt a részét tekintjiikk at, amelyben , befoltozta” a Ruffini-féle bizo-
nyitas hianyossagat.

Legyen

(1) v —ayt+ by — ey’ +dy—e=0

altalanos 6todfoku egyenlet: az egyiitthatdk , altalanosak”, azaz pusztan betik, fiiggetlen
valtozok. Foltéve, hogy y kifejezhetd az egyiitthatokbdl az alapmiiveletekkel és gyckvona-
sokkal Abel foltételezte, hogy hogy a megoldas

<2> y:p+p1R1/m—}—p2R2/m+..._|_pm_1R(m—1)/m

alakban irhaté, ahol m prim, tovadbba az R,p,pi1,...,Pm—1 olyan mennyiségek, amelyek
ugyanolyan alakuak, mint az y, legféljebb tovabbi gy6kmennyiségeket (korabbi gyokvona-
sok eredményeit) tartalmazzdk.

Ezt kezdetlegesen megfogalmazott rekurziéként képzelte el: folytatva a lebontast (az
R,p,p1,...,pm—1 mennyiségek el6bbi alaku részletezését), az eredeti egyenlet egyiittha-
téi raciondlis fliggvényeiig jutunk vissza.

Megjegyzés. Galoisnal ez bizonyos értelemben forditva lesz, 6 az a, b, c,d, e egyiittha-
ték racionalis fligvényeibdl indult ki, és ezekhez adjungalt primkitevos gyokmennyiségeket
egymas utan.

(2)-ben a konstans egyiithatok kézé Abel mindig odaértette az m-edik egységgyokoket,
ahol m egy olyan prim kitevo, amely szerepel a megoldésban.

Foltehetd — mondta Abel —, hogy R'/™ nem fejezhetS ki, mint az a,b,...,p,p1,...
raciondlis fliggvénye, mert akkor a gyokmennyiségek adjungalasa (gyokvonasok végzése)
folosleges volna. Az is foltehetd, hogy (2)-ben nem az &sszes pi, pa, ... egyltthatd zéro:
ha R-et R/p7*-mel helyettesitjiik, akkor p; = 1 adddik.

Irjunk R'/™ helyébe z-t:

(3) y=p+z+pz®+-+pn_12m "

Ezt az (1)-be helyettesitve
(4) g+ @1z + g2+ g2 =0,

ahol q¢,q1,... az a,b,... ,p1,p2,... és R polinomja.

A dontd 1épés: Abel azt éllitja, hogy ahhoz, hogy (4) teljesiiljon sziikséges az, hogy

qZO, q1:O7"'7Qm—1:O-



Ezt zsenidlisa bizonyitotta be.
A z kozos gyoke a (4) egyenletnek, valamint a

(5) 2" —R=0

egyenletek.

Amennyiben a ¢, g1, . .. egylitthatok nem mindegyike zéré a kozos gyokok szama legfoljebb
m — 1, mondjuk k.

Kiszamitva a (4) és az (5) bal oldaldn allé polinomok legnagyobb kozos oszt6jit, az egy
k-adfoku polinom, igy az

(6) r4riz4rez 4. +r2F=0

egyenlethez jutunk.
Ha a (6) bal oldaldn 4116 polinomot irreducibilis tényezékre bontjuk, akkor azok valamelyike
zéré mondjuk

(7) to+tiz+...+t_ 12t 4+ 2H =0,

ahol a bal oldalon irreducibilis polinom &ll.

Abel azt allitja foltehetjiik, hogy lehetetlen ilyen alaku alacsonyabb foku egyenletet talalni.
(7)-nek u szamu gyoke van, amelyek egytttal (5)-nek is gyokei. Ez utébi gyokei azonban az
alakuak, ahol a m-edik egységgyok. Vilagos, hogy p > 2, kiilonben a z az a, b, ... ,p,p1,. ..
racionalis fiiggvénye lenne.

Ez pedig azt jelenti, hogy (7)-nek legaldbb két gyoke van, a z és az az, tehat

t0+t1z+t2z2...—|—tu_1z“_1+z“:0

(8) to + at1z + ata2? ..+ a“_ltu_lz“_l +atzt = 0.

Szorozzuk meg az els6 egyenletet at-vel és vonjuk ki azt a masodikbdl. fgy egy pu-nél
alacsonyabb foku egyenletet kapunk z-re, ami lehetetlen. Ez pedig azt jelenti, hogy a
4,91, - - - q¢m—1 mindegyike zérd, ahogy allitottuk.

Tekintsiik ismét korabbi egyenleteinket.

(1) v —ayt+ by — ey’ +dy—e=0
(3) y=p+z+pz’+-+pn12"
(5) 2 —R=0

(4) G+ qz+ @2+ gma2" =0,



(2) y:p+p1R1/m+p2R2/m_|_..._|_pm_1R(m—1)/m

A (4) (3)-nak (1)-be helyettesitésével, és (5) folhasznalasdval adédott. (5)-nek nemcsak
a z a gyoke, hanem az az,a?z,...,am 1z is gyok. fgy, ha (2)-ben az RY/™_et rendre
o RY/™ .. -mel helyettesitjiik, akkor mindig az (1) valamely gyokét kapjuk.

Ezek mindegyike kiilonbozo, tehat az m nem lehet otnél nagyobb, és ha a gyokoket
Y1, --- ,Ym jeloli, akkor

y1=p+z+pi . A pmo12™?

yo=p+az+api+ .. +am py,_12m!

Ym =P+ am 1y + am_2p2z2 + ...+ apm_lzm_l.

Ezen egyenletek egyszeriien oldhaték meg

b, Z7p2227 s 7pm—12m_1—1'e-

Ebbdl mar kévetkezik, hogy p, pa, . .. , Pm—1, és z = RY™ az (1) egyenlet y1, . .. , ys gyokei
racionalis fliggvénye. Természetesen az is igaz, hogy az R = 2" szintén raciondlis fiiggvénye
a gyokoknek.

Az R mennyiség kordbban meghatarozott v gyokmennyiség raciondlis fliggvénye:

(9) R=S+v% +8u% +...+8, 05,

ha e mennyiséget ugyantigy kezelhetjiik, mint a (2)-beli

y-t, akkor a v gyokmennyiség adjunkcidja vagy folosleges, vagy pedig a ’U%,S, Soy. ..
mennyiségek kifejezhetok az yq, ... ,ys gyokok racionalis fliggvényeként.

Ezen meggondolas ismétlésével kapjuk, hohy mindazon irracionélis (gy6kds) mennyiségek,
amelyek az y gyok kifejezésében szerepelnek, e gyokok racionalis fiiggvényei.

Ez pontosan az a foltételezés, amivel Ruffini bizonyitasat inditotta. A hézag
kitoltetett.
Ezek utan Abel mar nyugodtan hasznalhatta el6dei, Lagrange, Ruffini és Cauchy, eredmé-
nyeit. Példdul Cauchy (Lagrange) mar emlitett tételét
Legyen az n € N természetes szam legnagyobb primosztdja p. Egy n-valtozos nem
szimmetrikus racionalis fiiggvény vagy legalabb p értéket vesz fol, vagy legféljebb
kettot.

Ez azt jelenti, hogy a (2)-beli m prim csak 2 vagy 5 lehet. Abel mindkét esetben korrekten
igazolta, hogy az dltalanos 6todfoku egyenlet nem oldhaté meg gyokmennyiségekkel.
Abel utolsé dolgozataban (1829-ben, két honappal haldla el6tt publikédlta) egyenletek olyan
specialis osztalyaval foglalkozott, amelyek gyokjelekkel megoldhatok. Ebbe az osztdlyba
tartoznak pl. az

" —=1=0

alakuiak, az un. ciklotomikus egyenletek is. Az aldbbi igen altalanos tételt igazolta.
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Abel tétele. Ha egy egyenlet olyan, hogy az Osszes gyoke kifejezheté valamely gyo-
kének, mondjuk x-nek, racionalis fiiggvényeként, tovabba, ha két gycke, mondjuk Jx
és Y1z (ahol 9,7, raciondlis fiiggvények) az alabbi médon fiigg egymdastil

(10) 1919156 = 1911933',

akkor az egyenlet gyokjelekkel megoldhato.
Ma a kommutativ csoportot Abel-csoportnak nevezik, és a (10)-beli formaju egyenletet
Abel-egyenletnek Kronecker egy 1853-as cikke alapjan.

Abel el6bbi tétele a Galois-elmélet klasszikus fotételének egy specialis esete, amely igy
is fogalmazhatd, hogy egy egyenlet pontosan akkor oldhaté meg gyokjelekkel, ha Galois-
csoportjanak van olyan

GODOH DHyD>...OH,,=F

részcsoportlanca, amelyben mindegyik részcsoport primindexii az 6t megel6zében. Egysze-
riien belathato ugyanis, hogy minden véges Abel-csoport fololdhaté. E fététel bizonyitasat
Galois 1829 majusaban mutatta be a Francia Akadémian Parizsban, ugyanabban az évben,
amikor Abel cikke megjelent.



