MAGASABBFOKU EGYENLETEK 1.
XVI-XVIII. szdzad

1. El6zmények.

Csak pozitiv egyiitthatokat megengedve a kévetkezé harom tipussal kell foglalkozni (azt
mar az iszlam matematikusok is tudtak, hogy hogyan lehet megszabadulni a négyzetes
tagtdl):

(1) 2® +pr =gq
(2> m3:pm+q
(3) 2 +q=pzx

(1) tipus: Scipione del Ferro (a Bologna-i Egyetem professzora) oldotta meg el6szor, de
vannak olyan nem explicit és bizonytalan nyomok hagyatékaban, hogy a masik kettovel is
boldogult.

Moédszere az © = u — v helyettesitésen alapult Cardano ,Ars Magna”-ja (1545) szerint.
Ferro 1526-ban halt meg.

1535: egyenletmegoldé verseny Tartaglia (Nicolo Fontana) és Ferro tanitvanya Fior kézott
30 egymasnak kitiizott egyenlettel. Fior csupa (1) tipusut adott {61, mig Tartaglia féleg (2)
és (3) tipusuakat. Tartaglia Fior 6sszes feladatat megoldotta, mig Fior egyet sem, még az
(1) tipusiakat sem. Ennek ellenére Tartaglia megelégedett az erkolcsi sikerrel, a bankettra
(30 személyes vacsorara) és a 30 dukatra nem tartott igényt.

1539-ben Cardano meghivta Tartaglidt Milanoba, hogy megismerje mddszerét. Ezt Tar-
taglia vélhetOen elarulta, de megeskette Cardanot, hogy a moédszerét titokban tartja.

Tartaglia: a (2) tipus, mivel az 23 — pr = ¢ alakban is frhaté, Ferro mddszerének kis

modositasaval, az © = u + v helyettesitéssel megoldhatd, s ugyanezt kell alkalmazni a (3)
esetben is.

Cardano is rajott erre, vagy csak???

Cardano mindkét helyettesitést targyalja az ,, Ars Magna”-ban.

Tartaglia élesen tamadta és eskiiszegéssel vadolta.

Az, hogy mi az igazsag??? Megtalalhaté Ferro hagyatékaban?? Erre semmiféle konkrét
bizonyiték nincs, a hagyaték méra elveszett.

DE annak, hogy mér Ferro ismerte az altalanos eljarast ellentmond az a tény, hogy tanit-
vanya Fior elvesztette a versenyt, nemhogy a (2) és (3), de még az (1) tipusi egyenletekkel
sem boldogult.

2. A harmad- és a negyedfokiu egyenletek Cardano ARS MAGNA—jabdl
(A) Scipione del FERRO észrevette, hogy az

y* +ay® +by+c=0
altalanos harmadfoku egyenlet y = x + %a helyettesitéssel

3+ pr+q=0



alakra hozhato, igy a kovetkezd harom tipussal kell foglalkozni.

(1) 2® +pr =g
(2) :U3:p:c+q
(3) 2 +q=npx

Cardano feladata az Ars Magnabdl.

,» Legyen eqy kocka és oldala hatszorosa 20.”
Megoldandé tehat az
(4) 23 4 62 = 20
egyenlet, amelyre FERRO modszere a kovetkezo. Legyen
(5) T=u-—w,
és igy

3+ 62 = (u—12)> +6(u—v)
= (u® —v%) = 3uv(u — v) + 6(u — v)
= 20.

Ebbdl latszik, hogy az x = u — v megoldas, ha

(6) u® —v® = 20
(7) 3uv = 6.
Ezekbdl az

u? —v® =20
wod =8

egyenletrendszer adédik, aminek megoldasa mar az ékori Mezopotamiaban is ismert volt,
hiszen ez egy

r—s=2~P
rs =@

alaku egyenletrendszer, aminek a megoldéasa

() +a=(5)




r+s+r—s <P>2—|—Q+P
r = — — _
2 2 2 2

r+s r—s P2 P
= -5 =y (3) re-g

u?=vV108 +10 és o® =108 — 10,

ami alapjan

vagyis

= {/V/I08 + 10 + {/\/I08  10.
(B) CARDANO - TARTAGLIA? észrevette, hogy ugyanezzel a mddszerrel — csak
x = u + v helyettesitésel — a mdésik két tipus is megoldhaté. Pl (2)-t
a’ —pr=gq

alakba atirva

23— pr = (u® +v°) + 3uv(u +v) — plu+v) = q,

amibol
u + 0 = q
3
3,3 _ p)
u’v® = (=
(3
és ismét a mezopotamiai médszerrel kapjuk, hogy
1
3
u’ = —-q+w
24+
1
3
vW = —q —w,
2(]

2 3
aholw:\/<%q> —(%p) , vagyis
+ i’/l + —|~§/1
r=u+v=4/=-q+w —q — w.
21 21

(C) Zuanne de Tonini da COI feladata Cardano szédméra.
, Osszuk a 10-et harom részre gy, hogy azok folytonos ardanyban alljanak, s az
els6 kettd szorzata 6 legyen.”

Vagyis megoldandé az

r+y+2z=10
rz = 1y>
zy =6

egyenletrendszer, amely az
y* + 6y% + 36 = 60y

negyedfoku egyenletre vezet.



FERRARI eljarasa.
Alapja a geometriai uton igazolt

(s +a+b)* = (s+a)? + 2sb + 2ab + b?

azonossag, amelyet Euklidész Elemek I1.4. Tételének altalanositasaként kapott. Ezt alkal-
mazva az
z* + 622 + 36 = 60x

egyenlet mindkét oldaldhoz hozzdadott 6x2-et:
z* +122% + 36 = (2 + 6)* = 62 + 60.

Ezutadn megjegyzi:
,Ha 622 + 60z négyzet volna, megkapnank a megoldast. Ezért mindkét oldalhoz
elegendé négyzetet és szamot adunk, hogy az egyik oldalon egy haromtagi osszeg
legyen, mig a masik oldalon levé gyoke vele egyenld.”
Ezutdn mindkét oldalhoz 2bx2-et, majd egy alkalmas szdmot ad, amit a kdovetkezéképp
szamol ki.
(2 +6 +b)% = (z +6)% + 2b2% 4+ 12b + b2,

tehat mindkét oldalhoz adjunk hozza
2bz”® +12b + b* — et,
igy egyenletiink
(* + 6+ b)* = (2b + 6)2 + 60z + (b* + 12b)

alakt lesz. Ezutan b-t ugy kell megvalasztani, hogy a jobb oldal egy px + ¢ alaku kifejezés
négyzete legyen, vagyis
b> + 15b* + 36b = 450.

Ez egy (1) tipusi harmadfokd egyenletre vezet, aminek megolddsa az ismert eljarassal
megy:

b= <’/190 + v33903 + </190 — V33903 — 5,

ami kozelitoleg 4.

3. Bombelli megoldasa a casus irreducibilisre.

A kovetkezo egyenletet oldja meg:
(1) x3 = 15z + 4.
Cardano médszerével azt kapja, hogy

(2) r =12+ V=121 + \/2 — /121
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Cardano nyoman a komplex gyokot ,, mesterkéltnek” nevezte, de megjegyezte, hogy az (1)
egyenlet egyaltalan nem lehetetlen, nem megoldhatatlan, hiszen az x = 4 egy megoldas.

Ezutan megkisérelte, hogy értelmet adjon a kapott eredménynek. Pontosabban azt
vizsgalta, hogy mi adédhat abbdl, ha (2)-ben az els6 kobgyokot egyenl6vé teszi egy p++/—¢
alaki ,,szammal”:

(3) V2 + V=121 = p+ /—q.
Mindkét oldalt kobre emelve:
2+ V=121 = (p° = 3pq) + (3p* — )/ —¢-

Vilagos, hogy ez akkor teljesiil, ha
(4) 2 = p3 — 3pq
és
(5) V=121 = (3p* — g)V—q.
Ha ezek teljesiilnek, akkor az is igaz, hogy
(6) V2 — V=121 = p — /—q.
Bombelli dsszeszorozta (3)-at és (6)—ot, ami

V125 = p* + ¢,
vagyis
(7) q=5-p".
Ezt (4)-be helyettesitve p-re egy harmadfoki egyenlet adédik:
(8) 4p® — 15p = 2.

Léathatd, hogy ennek a p = 2 egy megolddsa, amit visszahelyettesitve (7)-beag=5—-4=1
megoldés jon, tehat

V24 V=121 =24+V=1 és /2—+v/—121=2—+/—1

és 1gy az eredeti egyenlet megoldésa:

z=4/2+vV—=121+ /2 — V=121

=24+v-14+2—-v-1=4.



A megoldassal igen elégedett volt Bombelli, és a kovetkezoket irta:

Eldszor a dolgok olyba tintek eldottem, hogy benniik tobb a mesterkéltség, mint az

1gazsag, de addig kutattam, mig megtalaltam a bizonyitdst.
Bombelli egy 1j terminoldgiat is alkotott arra, amit mi ma (Euler nyoman) +i-vel, ill.
—i-jeloliink:

pit dimeno, ill. meno di meno,
majd megadott egy szamolasi eljarast is:
meno di meno uia men di meno fa meno,
ami modern jelolésekkel:
(=i)(=i) = —1.

Megjegyzés. Lathatd, hogy a harmadfoki egyenlet megoldasa masodfoki, mig a negyed-
foku egyenlet megoldasa harmadfoki egyenletre vezethetd vissza.

4. Tovabb az 6tod- és még magasabbfokii egyenletekre.

4.1. Adrien van ROOMEN egyenlete.

1593-ban a flamand Adrian van ROOMEN a kovetkezd egyenlet megoldasara hivta ki a
matematikusokat és szamoldémestereket, aminek altalanosan ismert alakja:

2% — 4523 + 9452* — 12300237 + ... — 379523 + 45x = A.

Van Roomen kezdetben ezen egyenlet — amely szabalyos sokszogek vizsgalatabdl adodott
— specidlis eseteinek vizsgalatat javasolta. Példaul, ha

A:\/2+\/2+\/2+\/§,
T = 2—\/2+\/2+\/2+\/§.

Ez igen j6 kozelités, hiszen elvégezve a gyokvondsokat

akkor a megoldas

A~ 1,990369453344395,

és
x =~ 1,990369453344394

addédik, majd az utobbit behelyettesitve kapjuk, hogy a hiba nagysagrendje mindossze
10712,

F. Viete, IV. Henrik francia kiraly udvari iigyésze, csillagasza és matematikusa észrevette,
hogy a bal odal megkaphato sin45x-bol, és egy alkalmas transzformacioval.

E folismerés alapjan Viete 23 megoldést taldlt sin (4—% — n8°> alakban.

Feladat. frjuk fol a teljes van Roomen egyenletet, és ellenorizziik az elobbi megoldést.
(Ez szédmitégépes program nélkiil reménytelen vallalkozas!) Csak az alkalmazott program
leirasaval teljes a feladat megoldasa.



4.2. Edward WARING.
Azt mar Viete is tudta, hogy ha az

2" —ax" a4 (=1 "a, =0
egyenletnek n gyoke van, x1, o, ... ,x,, akkor

a1 =xr1+x2+ ...+,

ay = T1To + 13+ ...+ Tp_1Tn

Ap = T1T2...Tp.

A jobb oldalakon &ll6 kifejezéseket az x1, ... ,xz, hatarozatlanok elem:i szimmetrikus poli-
nomjainak nevezzik.
Egy 1762-es konyvében E. Waring megmutatta, hogy ezen gyokok minden racionalis szim-
metrikus fliggvénye az egyenlet egyiitthatdinak raciondlis fliggvényeként is el6allithato.
Elso6 1épésként az

Sm=x]" +x5 +...+x,)

alaku hatvanyosszegeket vizsgalta, de késoébb az emlitett médon altaldnositotta eredmé-
nyét.

Egy tovabbi, 1770-es konyvében méar lényegében a mai forméban szerepel a szimmet-
rikus polinomok alaptétele, és annak egy konstruktiv bizonyitasa.

Igen eléremutatok azon vizsgalatai, amelyek azt keresték, hogy milyen alakiak azon
egyenletek, amelyek gyokei

r= %o, + Vas+...+ Va,

alakban dllnak elé. Ez utobbi miatt 6 tekinthetd a Galois-elmélet elsd kozvetlen eléfutéa-
ranak.

4.3. Alexandre-Theophile VANDERMONDE 1770-es akadémiai el6adéssorozatban

(Sul la resolution des equations) szerepelt a kovetkezé meggondolés.
Ha egy masodfoki egyenlet gyokei x1, o, akkor a megoldas

(.361 + T2 + v/ (.361 — 513'2)2).

alakban irhatd, ahol a négyzetgyok mindkét értékét figyelembe kell venni. E formula

N =

((z1 +22) + /(21 + 22)2 — 4dz129)

N —

alakban is irhatd, amelyben mér a gyokok elemi szimmetrikus polinomjai szerepelnek.



Vandermonde kérdése: irhatok-e az altalanos n-edfoki egyenlet gyokei is hasonlé alakban,
azaz

1
E[($1+---+$n)+ V(orwy + ...+ ontn)

+ ’(/(Q?% o ohTa)"

ot @ e 0 ),

alakban, ahol o1, .. ., 0, az n-edik egységgyokok. Ma az p1x1+. . .+ 0,2, alaki kifejezéseket
Lagrange-rezolvensnek nevezziik (késébbi elnevezés).

Egyszerii szamolassal lathatd, hogy e modszer a harmadfoki egyenleteknél mikodik:
ha u, v jeloli a két harmadik primitiv egységgyokot, akkor

(21 + pae +vrs)® = S+ 3uX + 3vY,

ahol
S = :1:21)’ + x% + :cg + 6212229
X = 2iwy + 2iws + vin
Y = 21205 + 2013 + 2377,
amibdl

S, X+Yé XY

a gyokok szimmetrikus fiiggvénye, tovabbé az X és az Y egy mésodfoki egyenlet két gyoke.
Az is megmutathato, hogy az x1 +pxs+ves alaku kifejezések kobgyokvonas alkalmazasaval
megkaphatdk, igy mar nem nehéz az z, xo, x5 meghatarozasa.

A negyedfoku egyenletekre is megy egy kisebb modositassal, de tetszéleges fokszamu egyen-
letekre mar altalaban nem alkalmazhatd, bar bizonyos specidlis esetekben miikodott.
Példiul az z'! — 1 = 0 egyenletet esetén elszor egy olyan 6todfoki egyenlet megoldésira
vezette vissza a problémat, amelynek gyokei az

1 4

oto P He? P +od ot o,
ahol ¢ egy primitiv 11-edik egységgyok. A kapott 6todfokli egyenletet annak ,, Lagrange-

rezolvensével” oldotta meg, amely
L=21+ary+ a2m3 +a’r, + oz4x5

alakld most, és a egy primitiv 6todik egységgyok, x1, x2, T3, x4, x5 pedig az 6todfoki egyen-
let gyokei. Ahhoz, hogy L® racionslis médon megadhaté legyen az x; gyokoket specidlis
sorrendben kell szerepeltetni. Ez most probalgatassal elérhetd, de az altalanos esetben
ilyen sorrend létezését igazolni kellene.

Késobb kideriilt, hogy a kivanalmaknak megfelelé sorrend 1étezése ekvivalens azzal,
hogy a kitevohoz, mint modulushoz 1étezik primitiv gyok. E fogalmat Euler vezette be, de
csak Gaussnak sikeriilt igazolni el6szor, hogy minden primhez létezik primitiv gyok.

Vandermonde ugy vélte, hogy az "™ — 1 = 0 egyenlet megoldasa targyalhatéo mdodsze-
rével, azaz minden esetben létezik a kivanalmaknak megfelel6 sorrend. Azt is kijelentette,
hogy ennek igazolasa nem lehet nehéz. Bizonyosnak latszik, hogy nem volt tisztaban a
nehézségekkel, ugyanis az allitast Gaussnak nem éppen egyszertien sikeriilt csak igazolnia.



4.4. Joseph Louis LAGRANGE.
1771-ben a Berlini Akadémia kiadasaban megjelent Réflexions sur la résolution algébrique
des equations c. konyvében szereplé néhany vizsgalatdanak vazlata.
Kiindulasul az
2> 4+nr+p=0

alaki harmadfoku egyenlete vizsgalta. Ennek megoldasa jol ismert az Ars Magna alapjan,
x =1+ s, ahol 73, 53 egy mésodfoki egyenlet két gyoke. Lagrange megmutatta, hogy az
r, s a kovetkezoképp 4ll el6 az egyenlet a, b, ¢ gyokeibdl:

1

r= g(a+ab+a2c)
1

s = g(a+a2b—|—ac),

ahol az a egy harmadik primitiv egységgyok.
Ezutan az a, b, c gyokok egy tetszoleges

(10) y = Aa+ Bb+ Cc

linedris fiigvényét tekintette, amibdl a gyokok permutdldsaval Gsszesen 6 ilyen linedris
kifejezést kaphatunk. Ezek természetesen egy hatodfoku egyenlet gyokei, és megmutatta,
hogy amennyiben ez az egyenlet y3-ben masodfokt, akkor a (10)-beli A, B, C egyiitthaté
sorozat sziikségképp aranyos az 1,a,a?, vagy 1,a2,a sorozattal, tehdt visszakapjuk a
kordbban mar megismert eredményt.

Ezekben a gondolatmenetekben mér a Galois-elmélet szamos alapveto otlete folsejlik.

(1) Hatérozatlanok, mint példaul az r, s kifejezheték a gyokok szimmetrikus fiiggvényei-
ként.

(2) Vizsgalta a (10) alaku racionalis fiiggvények viselkedését permutaciékkal szemben.

(3) Az egységgyokok segitségével folépitett kifejezést hasznal rezolvensként (a Lagrange-
rezolvens).

Lagrange modszerét eredményesen alkalmazta a negyedfoku esetre is. Az
st 4+ na? +pr4+¢g=0

egyenletrél még Ferrari mutatta meg (természetesen még nem ebben az alakban), hogy a
megoldas els6 1épése az

1 1
y*+ 5y’ —aqy + g(dng —p*) =0

egyenlet megoldasa. Lagrange megmutatta, hogy ennek gyokei megadhaték az eredeti
egyenlet a, b, c, d gyokei raciondlis fliggvényeként:

1 1 1
u= §(ab+cd), v = §(ac+bd), w = §(ad+bc).



Ha permutaljuk az eredeti egyenlet gyokeit, akkor az u csak az u, v, w valamelyikébe mehet
at, ami szintén mutatja, hogy egy harmadfoki egyenlet gyokei.

Hozzafogott az altalanos eset, az n-edfoki egyenlet vizsgdlatahoz is. Itt azonban csak
részleges eredményeket ért el. A legtavolabbra mutatdk egyike a kovetkezoképp irhato le.
Tekintsiik egy n-edfoki egyenlet gyokei valamely f(z/,2”, ..., z(™) racionalis fiiggvényét.
Itt a gyokoket fliggetlen valtozonak tekintette és el6szor hasznalta rajuk a ,,hatarozatlan”
elnevezést. Ha t és y két ilyen fiiggvénye a gyokoknek, akkor azt mondjuk, hogy hasonlok,
valahdnyszor az 0sszes olyan permutécid, amellyel szemben az egyik invaridans, a mésik is
az. Ezutan bizonyitotta a kovetkezo tételt (amely a kényv 100. tétele).

Ha az osszes olyan permutacio, amellyel szemben t invarians az y is invarians,
akkor az y kifejezhets a t és az egyenlet egyiitthatoi racionalis fiiggvényeként.
E tétel mar ténylegesen tekintheto a Galois-elmélet el6futaranak.

4.5. Gianfrancesco MALFATI

A harmadfoki egyenletekre alkalmazott moddszerekkel kisérelte meg az 6todfoku
egyenlet megoldasat. Az

(1) 23 +3ax +b=0

harmadfoku egyenlet megoldasat olyan x keresésével végezte, amelyre fonnall az

(2) c4+mYf2+ndf=0

linedris egyenlet. A benne szerepl6 kobgyoktol egy Eulertol szarmazé altaldnosan alkalma-
zott Gtlettel szabadult meg: a /f-et a&/f és a? &/ f-fel helyettesitve (2)-ben — a harmadik

primitiv egységgyok — tovabbi két linedris kifejezéshez jutott, amelyekkel megszorozta (2)
bal oldalat. Ebbdl az

(3) 2> = 3mnfr+mPf2+ndf=0
egyenletet kapta, amibdl az f = 1 helyettesitéssel

(4) 23— 3mnz + (m® +n%) =0
egyenlet jon, ami pontosan akkor ekvivalens (1)-gyel, ha

mn = —a

m3+nc=0»b

()

Ebbél egyszertien kaphaté m2,n3, és azutdn m és n.

Ugyanezzel a mdédszerrel akarta megoldani az
(6) x° + 5ax® 4+ 5bx* + 5ex +d = 0
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egyenletet. Az x gyokre most az
(7) x+mY A+ P+ a2+ f=0
linedris kifejezést foltéve. /f helyébe most rendre

af, 2 f, B f, oA f —et

helyettesitett, ahol o 6t6dik primitiv egységgyok. A kapott négy linedris kifejezéssel meg-
szorozta (7) baloldaldt, x—re rendezte és f = 1 helyettesitést alkalmazott. Kapott egy
(5)-h6z hasonld, de igen bonyolult egyenletrendszert m,n, p, g-ra. Ezt

mn=y, pq=u

25uy — 5a° + 5% =z
helyettesitésekkel egyszertisitette, majd beldle egy z—ben hatodfoku egyenletre jutott iszo-
nyu mennyiségl szamolas utan.
Ennek &ltalaban nem volt legfcljebb harmadfokui faktora, de ha mégis volt, akkor a
(6) egyenlet gyokjelekkel megoldhaténak bizonyult. A gyokokpedig folirhatdk voltak

zo=—(m+p+q+n)

z1 = —(am + o®p + a3q + a'n)
(8) T = —(a*m + a’p + ag + a®n)

x3 = —(a®m + ap + otq + o®n)

x4 = —(a*m + o®p + o?q + an)

alakban, azaz m,n, p, q linearis, mig z negyedfoki polinomja a gyokoknek.

11



