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Az (&1,m),. .., (&n, mn) minta empirikus kovarianciaja
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Tétel

Legyen (&,7),(&1,m1), (§2,m2), - - . Olyan statisztikai minta,
melyre Eq¢(¢*) < oo, Eg(n*) < oo, minden 6 € © esetén. Ekkor

Cn(&,n) empirikus kovariancia gyengén konzisztens becslése a
kovariancianak.



Definicid
Az &4,..., &, minta empirikus eloszlasfliggvénye

Fn(x) = % {i: & < x}.

Indikatorvaltozokkal:



Definicid
Az &4,..., &, minta empirikus eloszlasfliggvénye

Fn(x) = % {i: & < x}.

Indikatorvaltozokkal:

n

Fn(x) = %Zﬂ(f’ < X).

i=1

A flggetlenség miatt I(&1 < x),...,1(&n < x) flggetlen
Bernoulli-eloszlasu véletlen valtozék p = F(x) paraméterrel.



Korabban belattuk, hogy fuggetlen, azonos paraméteri
Bernoullik 6sszege binomidlis. Innen adédik a kévetkezo:

Allitas
Legyen &q,&o, ... az F hattéreloszlasbol szarmazo minta, és
tekintstik ennek az F, empirikus eloszlasfiiggvényét. Ekkor

E(F(x)) = F(x), D¥(Fy(x9) = T FOI)

Tovabba, tetszbleges x € R esetén, tetszbleges ¢ > 0 szamra

lim P(|Fn(x) — F(x)| > ¢) = 0.

n—oo



Példa
Az x4 = 40, xo = 45, x3 = 40, x4 = 42, x5 = 36 minta empirikus
eloszlasfliggvénye:
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Maximum likelihood mdédszer

Példa

Egy dobozban két pénzérme van. Az egyik szabalyos, a masik
cinkelt, 0,7 valészinliséggel ad fejet. Az egyik érmével 4-szer
dobunk. Az eredmény 3 fej és 1 iras. Vajon melyik érmével
dobtunk?



Maximum likelihood moédszer

Tekintsunk egy (2, A, P) statisztikai mez6t, ahol

P ={Py: 6 c ©}, ahol © C RX (altalaban egy-, néha
kétdimenziés). Egy adott x = (x1, ..., X,) realizacié esetén azt
a f paramétert fogadjuk el, mely mellett a legnagyobb a
valészinlisége az adott realizaciénak.



Példa

Bernoulli-eloszlasbél vesziink mintat, ahol a paraméter
6 € [0, 1] ismeretlen, ezt akarjuk becsdlni. &1, . .., &, flggetlen
Bernoulli(6)-eloszlasu. A figgetlenség miatt

Po (€1, 6n) = (X1, .-+, Xn)) = =1 % (1 — )21 X,

Innen latjuk, hogy csak az szamit a mintabdl, hogy hanyszor
kdvetkezett be a vizsgalt esemény. Tehat az (xy,..., Xn)
realizaci6hoz tartozé valészinliség, ha 6 a valédi paraméter

Lg(X1 e ,Xn) = 98"(1 — 0)”_3",

ahol s, = 7, X;.



Lo(x1,...,%n) = 65(1 — 6)"*n,

ahol sp = Y7, x;.

Azt a 6 értéket gondoljuk az igazi paraméternek, mely esetén
az adott kimenetel a legvalésziniibb. Azaz a ¢ paraméter
becslésére azt a 0 értéket valasztjuk, melyre

Ls(x) = sup Ly(x).
0€[0,1]



Adott s, n értékek mellett keressik a
Ly=06°(1-0)""°

flggvény maximumat a 6 € [0, 1] intervallumon. Lederivalva
iLg =05"1(1 —9)"5 (s — nY)
do '

Latjuk, hogy a derivalt pozitiv a [0, s/n) intervallumon, s/n
helyen 0, és negativ az (s/n, 1] intervallumon. Ezek szerint a

~ _Sn

0(x) -

becslést kapjuk, ami éppen a relativ gyakorisag, vagy
empirikus varhato érték.



ML altalaban

Definicid
Ha a hattéreloszlas diszkrét, akkor a likelihood-fiiggvény

n
Lo(X) = Lo(x1, ..., Xn) = Po(¢ = x) = [ Pa(¢ = X)),
j=1
ha folytonos, akkor a likelihood-fliggvény
n
Lo(X) = Lo(x1,. .., Xn) = [ [ fa(x).
j=1

A 0 paraméter maximum likelihood becslése az x minta alapjan

~

6(x) = argmax,g Lg(X).



Log-likelihood

A szorzatalak miatt altalaban kényelmesebb a likelihood
flggvény logaritmusaval szamolni, amit log-likelihood
flggvénynek nevezlnk, azaz

lo(x) = log Ly(x).

Mivel a logaritmus fliiggvény szigorian monoton nd, ezért L és
¢ maximumhelye megegyezik.



Hipergeometrikus eloszlas

Egy terlleten meg akarjuk becsllni az ott él6 madarak
ismeretlen N szamat. MeggyUriziink M madarat, majd
befogunk n < M madarat, melyek kéztl m van meggyUrizve.
Tegyuk fél, hogy m > 1, kulénben fogjunk még madarat.
Megadjuk N ML becslését.



Hipergeometrikus eloszlas

Egy terlleten meg akarjuk becsllni az ott él6 madarak
ismeretlen N szamat. MeggyUriziink M madarat, majd
befogunk n < M madarat, melyek kézil m van meggydarizve.
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A likelihood figgvény

My (N—M
(m) (n—m)

N b

(n)
ahol ¢ jeldli a masodszorra befogottak kézil meggyltrizéttek

szamat. A feladat meghatarozni, hogy ez milyen N esetén lesz
maximalis. Ez az N lesz a ML becslés.

Lny(m) =Pn(E=m) =



Egyszer(l szamolassal

Lysa(m)  (N+1—m)(N+1-n)

Ly(m) (IN+1)(N+1—-M—-n+m)
pontosan akkor teljesul, ha

N<ﬂ—1.
m

Ezek szerint az (Ln(m))n>um sorozat monoton né [nM/m-ig,
ahol [-] az egészrészfliiggvény. Ezek szerint N ML becslése

N:[f;"ﬂ.



Exponencialis eloszlas

Legyenek &1, ..., &, fUggetlen, Exp()) eloszlasu véletlen
valtozok. Adott x = (xq, ..., Xp) realizacio esetén a
log-likelihood fliggvény

n n
() =log [[Ae ™ = nlog A = 1> x;.
i=1 i=1
Innen a
n n
i=1
likelihood egyenlet adodik, aminek megoldasa

Ao
Xn

Ez valéban maximumhely.



Egyenletes eloszlas

Legyenek &1, ..., &, fUggetlen (a, b)-n egyenletes eloszlasu
véletlen valtozok. Adott x realizacio esetén jeldlje Xmin €S Xmax
a legkisebb és legnagyobb mintaelemet. Ekkor

1 n
L(a,b)(x) = <b—a) I(a < Xmin, Xmax < b).

Ez akkor maximalis (ne derivaljunk ész nélkul!!), amikor az
indikator 1, és b — a a lehetd legkisebb. Tehat a

(/éa B) = (Xmin, Xmax)

lesz az (a, b) ML becslése. Kénnyen lathatd, hogy ez
aszimptotikusan torzitatlan, konzisztens becslés.



Momentumok modszere

Tegytk fel, hogy 6 = (61, . ..,0k), azaz k > 1 paraméterlnk
van. Altaldban k = 1, néha k = 2 (normdlis, egyenletes).
Vezessik be a

mj:Eg(ff):gj(01,...,9k), j:1,2,...,k,

jelélést. Tfh, az els6 k momentum egyértelmiien meghatarozza
a paramétereket. Ekkor vannak olyan hy, ..., h, flggvények (m
inverze), hogy

h,-(m1,...,mk):9,-, i:1,2,...,k.



Definicio
A0 =(61,...,0k) momentum becslése a

-~

0, = hi(my,..., M), i=1,2,... .k,

statisztika, ahol m; az empirikus i-edik momentum, azaz

~ &
mi:nz;)(f’ i=1,2,... k.
/:

A nagy szamok gyenge torvénye szerint limp_, m; = m;. Innen
pedig egyszerlien adddik, hogy 6; konzisztens becslése 6;-nek
minden j-re.



Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlas paramétere megegyezik a varhato értékkel,
azaz my = E\(§) = \, azaz hy(x) = x, vagyis a A paraméter
momentum becslése

)\:I’/I\’H :Yn,

éppen a mintaatlag.



Exponencialis eloszlas

Az exponencidlis eloszlas esetén azaz my = E\ (&) = } azaz
hi(x) = x~1, vagyis a A paraméter momentum becslése

YL
m‘] Xn

éppen a ML becslés.



Normalis
Ha ¢ ~ N(u, 0?), akkor my = E,, ,2y(€) = 11 és
mo = E(“702)(£2) = 0'2 + /1,2. Tehat
hy(my, mp) = my,  ho(my, mp) = my — mé.

Az empirikus momentumokat behelyettesitve

Azaz a mintaatlag és az empirikus szérasnégyzet a megfeleld
becslések.

A mintaatlag torzitatlan, az empirikus szérasnégyzet
aszimptotikusan torzitatlan, mindketté konzisztens.



Lineéris regresszié — motivacio

A kdvetkezd modellt vizsgaljuk. Egy x ismert bemenethez
tartozik egy y ismert kimenet. A két valtoz6 kapcsolatat

y = f(x) + hiba formula adja meg, ahol a hiba valamilyen
értelemben kicsi, szimmetrikus. Feltesszlk, hogy ez véletlen,
varhat6 értéke 0. A hiba eredhet a mérés pontatlansagabdl
(mérési hiba), hozzaadott zajbdl.

Nem ismerjuk az f flUggvényt, ezt akarjuk meghatarozni. Ez a
mesterséges intelligencia egyik alapfeladata, a tanulas.



Linearis regresszid

A legegyszerlibb esetet vizsgaljuk, amikor f(x) = ax + b
lineéris figgvény, ahol a, b € R nem ismertek. Ekkor az a, b
értékek meghatarozasa, becslése a feladat.

Adott az (x;,y;), i =1,2,...,nminta. Nem varunk pontos
linearis illeszkedést, nem lesz olyan a, b, hogy y; = ax; + b
minden i = 1,2, ..., n esetén teljesiljon. Négyzetes hibara
minimalizalunk, azaz keressiik azt az (&, b) part, melyre

n

h(a, b) = Z(YI — (ax; + b))?

i=1

négyzetes hiba minimalis.



Azaz egy kétvaltozés fliggvény minimumhelyét keressik. Ez
most egyszerl struktlraju, hiszen a-ban, b-ben masodfoku. A
zj = y; — ax; jelbléssel

n

h(a, b) = Z(YI — (ax; + b))?

i=1
:Zz._b2:2z?—2b2z,+b2n
n(b — z,, Zz—nzn

adddik. Az elsd tag akkor minimalis, ha b = z,.



Mivel z, =y, — ax, és

1 _
BZXIZ — (Xn)? =V,
1 _
EZXIYI_Xnyn: Cn

igy, a maradék (z; = y; — ax;)

C 2 C
n
:nvn<a—v) —n7:+zy, n(yn)?.



Tehat h(a, b) kifejezést négyzetek 6sszegére bontottuk

2
h(a,b) = n(b — zp)? + nv, (a - i”) + konstans,

n

ahol a konstans nem fligg a, b értékétol.



Tehat h(a, b) kifejezést négyzetek 6sszegére bontottuk

2
h(a,b) = n(b — zp)? + nv, (a - i”) + konstans,
n
ahol a konstans nem fligg a, b értékétol.
Tehat h(a, b) pontosan akkor minimdlis, ha a négyzetek 0-k,
azaz
b:En:yn—aYn.
és 5 B B
_ Cn _ iz (i = Yn)(Xi — Xn)_
Vn i (Xi — Xn)?
Ez a legkisebb négyzetek modszere.

VegyUk észre, hogy pontosan a korabban megkapott elméleti
értékek empirikus valtozatait kaptuk.




Konfidenciaintervallumok

Definicio

A (T1(§), T2(€)) statisztikaparral definiélt intervallum /egalabb
1 — ¢ megbizhatdsdgi szintli konfidenciaintervallum a ()
paraméterre, ha

Po(T1(§) <(0) < T2(€)) 21—-¢, VOO,

ahol ¢ > 0 el6re adott kicsi szam.
Amennyiben a fénti > helyett = szerepel, akkor (T1(&), T2(&))
pontosan 1 — e megbizhatésagi szintl konfidenciaintervallum.

Az 1 — ¢ érték a megbizhatdsagi szint, altalaban 95% vagy
99%.



Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato
értékére ismert széras esetén

Legyenek &1, ..., &n ~ N(u, ag) flggetlen véletlen valtozok, ahol
1 az ismeretlen paraméter, 0(2) ismert. Megadunk pu-re pontosan
1 — & megbizhatdsagi szintl konfidenciaintervallumot.

Mivel ¢ torzitatlan, ersen konzisztens becslés u-re, ezért az
intervallumot (€ — r., £ + r.) alakban keressuk.

Szlkségunk lesz az aldbbi allitasra, melyet nem bizonyitunk.

Tetel

Ha &, n flggetlen normalis eloszlasu véletlen valtozok akkor
&+ n is normadlis eloszlasu.



Ebbdl indukcidval az is kdvetkezik, hogy fliggetlen normalisok
Osszege normalis, és persze a varhaté értékek 6sszeadddnak
(azok mindig), és a szérasnégyzetek is 6sszeadddnak (hiszen
fliggetlenek az 8sszeadandok). Ezért € ~ N(u, 03 /n). Tehat

- B B I £E—p e
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Tehat az
Ujp=0"1(1-¢/2)

jeldléssel, ahol ®—' a ¢ fliggvény inverze, a keresett 1 — ¢
megbizhatdségi szintl konfidenciaintervallum

z U200 - U200
(- "F e )

Vegyuk észre, hogy a megbizhatésagi szint névelésével, azaz ¢
csOkkenésével, az intervallum hossza nd, a mintaelemszam
nbvelésével pedig csdkken.




