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Koordinatasor

Tétel.

Legyen vq,...,v, bazisa a V val6s vektortérnek. Ekkor tetszéleges v € V
vektorhoz pontosan egy olyan (A1,. .., A,) valés szam-n-es létezik, amelyre
V=A1-vi+- -+ Ay Vy

teljesiil.

Definicié (Koordinatasor).

A (A1,...,Ap) valés szam-n-est a v vektor vy, ..., v, bazisra vonatkozé
koordinatasoranak nevezziik.

A V = R" valés vektortérben a v = (ay, ..., a,) vektor koordinatasora a
standard bazisra vonatkozéan (ai, ..., a,), mivel

v= ai-€e +---+ ap-éy
—— ——
(a1,0,...,0) (0,...,0,an)
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Koordinatasor

Példa.
Hatarozzuk meg az (1, 1,1) vektor koordinatasorat a
E: e =(1,0,0), e =(0,1,0), e3 = (0,0,1),
E:vi=(1,-1,2), vo = (2,-1,7), vz = (1,-2,0)
bazisokban.

Az £ bazisban
Olyan a, 3,7 val6s szamokat keresiink, amelyekre

(1,1,1):Oé(1,0,0)-{—5(0,1,0)—{—’7(0,0,1):((1,5,7)

teljesiil. ...
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Koordinatasor

Az &’ bazisban

Olyan a, 3,7 val6s szamokat keresiink, melyekre
(17 17 1) = Q- (1’ _172) + B : (2> _177) +- (]-a _270)

Ez az egyenlGség a kovetkez§ linearis egyenletrendszer megoldasara vezet:

a + 28 + v =1
—a - - 2y = 1
20 4+ T8 = 1.
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Koordinatasor

Az &' bazisban
Olyan a, 3,7 val6s szamokat keresiink, melyekre

(L1, =a-(1,-1,2)+8-(2,~1,7) +~-(1,-2,0).

Ez az egyenlGség a kovetkez§ linearis egyenletrendszer megoldasara vezet:

(Do + ()8 + (27 = 1
2-a + 7-8 + 0-v = L
1 2 1|1 1 0 018
-1 -1 =21 ~ ~ 0 1 0|-5
2 7 0 ]1 0 0 1|7
Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa: « =18, 8 = =5, v = —7
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Intermezzo Miért EBT az EBT?

Miért EBT az EBT?
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Intermezzo Miért EBT az EBT?

Tétel (EBT).

Legyen v1,...,v, bazis a V vektortérben, valamint legyen v € V,
amelynek koordinatasora ebben a bazisban (a1, ..., a,), azaz
u=ay-vi+---+a,- vy Ekkor

Viyeo oy Vi1, U Voy1,- -5 Vp
pontosan akkor bazis, ha a; #2 0. Ha a v € V vektor koordinatasora a

Vi,...,Vp bazisban (a1,...,ap,), akkor a vai,...,vp_1, U0, Vo1, ..., Vp
bazisban v koordinatasora:

P s sy

@13y — oyay Qp_13p — Qpap_1 O Oyy1dp — Oyapyy Qnap — agan
ae ae " ag ag
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Intermezzo Miért EBT az EBT?

%1 al a1

Vi—1 - | N o7/ |
Vy . day . Qy

V41 - VAN | oo Oy

Vn an ... Qp

.koordinatak a régi bazisban"
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Intermezzo

Miért EBT az EBT?

Vy 4
Vi —al/ag (alag — Oégal)/a[
Ve—1 —ap—1/ar (o—1a¢ — cpap—1)/ae
u 1/ay YEY,
Vet —apy1/ar (ovpy1a¢ — apaps1)/ae
Vi —an/a¢ (anag — apan)/ag

.koordinatak az 4j bazisban"

Az indulé bazisunk —alt.— az ey, . . ., e, standard bazis, mert abban egyszerii leolvasni a koordinatakat. J
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(\VENDIWENTIEIGM A bdség zavara

Matrixok rangja(i)
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(\VENDIWENTIEIGM A bdség zavara

Definicié (Méatrix rangjai).
Legyen A € R™*" azaz legyen A val6s matrix, melynek m sora és n
oszlopa van.
@ Az A matrix sorrangja a matrix sorai, mint R"-beli vektorok, altal
alkotott vektorrendszer rangja (jel.: rs(A)).

@ Az A matrix oszloprangja a matrix oszlopai, mint R™-beli vektorok,
altal alkotott vektorrendszer rangja (jel.: ro(A)).
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(\VENDIWENTIEIGM A bdség zavara

Definici6é (Determinansrang).

Az A matrix determinansrangja a matrixbdl kivalaszhaté legnagyobb
méret(i nemeltiing aldeterminans rendje (jel.: ry(A)). Az A matrix
determinansrangja r, ha A-nak van olyan r-rendii aldeterminansa,

amelynek értéke nem 0, és minden r-nél nagyobb rendii aldeterminansa mar
0.

v

5 11 4 14 10 15
5 -3 2 8 10 3
3 2 1 6 5 4
legyen A= 3 -3 4 6 10 5 | e R7*6,
1 7 0 4 0 5
1 2 3 4 5 6
-1 —-12 3 -4 5 —4
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(\VENDIWENTIEIGM A bdség zavara

L

5 11 4 14 10 15
— |5 [=3) 2[8J10) 3
— |3 [2)1[6)5) 4
3 3 4 6 10 5
1 7 0 4 0 5
1 2 3 4 5 6
— \-1 F17 3 [=4)[5 ] -4

A sorok és oszlopok ,metszetében” allé elemekbél alkotott 3-rendii
aldeterminans értéke —70.
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(\VENDIWENTIEIGM A bdség zavara

Vi
~ D% ¥ ¥

— Do) % -5 &

g 1] 33 37 A k-rendi aldeterminansok
@@ € 20 % szama (k = 3,4,5,6) rendre:
000 O 0 0 700, 525, 126, 7.
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(\VENDIWENTIEIGM A bdség zavara

Tétel (Rangszamtétel).

Tetszéleges A valés matrixra

teljesiil.

Definicié (Matrix rangja).

Az rs(A), ro(A) és ry(A) rangok kozos értékét az A matrix rangjanak

nevezziik (jel.: r(A)).
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Nt G iEice
Tétel (Matrix rangjanak kiszamitasa Gauss-eliminaciéval).
o Gauss-eliminaciot hajtunk végre a matrixon.

@ A lépcs6s alakban szereplé nem-0 sorok szdma adja meg a matrix
rangjat.

Tétel (Matrix rangjanak kiszamitasa EBT-vel).

@ A matrixon EBT-t hajtunk végre. A general6 elem oszlopat el lehet
hagyni, s6t akar a sorokat is!

@ A bazisba bevitt oszlopvektorok szama adja a rangot.

Megjegyzés
o Matrix rangjat ugyanagy szamoljuk, mint a vektorrendszer rangjat.
e Ha Gauss-eliminaciéval szamoljuk a matrix rangjat, akkor a matrix
sorrangjat hatarozzuk meg.

@ Ha EBT-vel szamoljuk a matrix rangjat, akkor a matrix oszloprangjat
hatarozzuk meg.

v
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Matrixok rangja(i) Matrix rangjanak kiszamitasa

Példa.

Hatarozzuk meg az A matrix rangjat, és adjunk meg maximalis méretii nem
nulla aldeterminanst a matrixban.

1 1 3 =2

0 -3 -1 7
A= 1 2 4 =5

2 4 9 -11

El8szor Gauss-eliminaciéval szamolunk:

1 1 3 =2 1 1 3 -2
0 -3 -1 7 0 -3 -1 7
1 2 4 57 fo 1 1 -3
2 4 9 11 0 2 3 -7

A kénnyebb szamolas érdekében a 2. sort cseréljik fel a 3. sorral, majd a
4.-kel is, a kdvetkez6 matrixot kapjuk:
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Matrixok rangja(i) Matrix rangjanak kiszamitasa

1 1 3 -2 102 1 100 3
01 1 -3 011 -3 010 -2
0 2 3 -7/ 7foo1 -1 |oo0o 1 -1
0 -3 -1 7 002 -2 000 O

Mivel a lépcsés alakban 3 nem nulla sor szerepel, igy a (sor)rang 3. A
maximalis méretii nem nulla aldeterminanst pedig gy kaphatjuk meg, ha a
lépcsds alaknak megfelels eredeti sorokat és oszlopokat megkeressiik.
Ebben az esetben az 1., 3., 4., sorok (a sorcserék miatt), ésa 1., 2., 3.
oszlopok altal meghatarozott determinans lesz.

o 3 1 7 L1

= |1 2 4/+#0.
1 2 4 -5 > 4 0
2 4 9 -11

(9. eléadas) Vektorterek (3.) 2020. aprilis 8. 18 / 38



Matrixok rangja(i) Matrix rangjanak kiszamitasa

Meghatarozzuk EBT-vel a matrix rangjat, és megadunk egy maximalis
méretli nemeltling determinanst a matrixban. A szamolas soran a generald
elem sora és oszlopa is elhagyhaté.

0. ‘ ai a» as EN
e | 1¥ 1 3 -2
e | 0 -3 -1 7
e3 | 1 2 4 -5
ey | 2 4 9 11

1. ‘ ar as as
e | -3 -1 7

€3 1 1 -3
€4 2 3 —7

3. das

-2 4 e | 0

-7 14

€3
€4

A matrix (oszlop)rangjat a bazisba bekeriilt oszlopvektorok szama adja,
ami 3.
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Matrixok rangja(i) Matrix rangjanak kiszamitasa

Mivel r(A) = rq(A) = 3, igy 3-ad rendii a legnagyobb méretii nem nulla
aldeterminans, ami kivalaszthaté a matrixbél. Az EBT-tablazat azt is
megmutatja, hogy mely sorokat és oszlopokat lehet valasztanunk:

3. da
€4 0

Mivel az a1, as, az keriilt be a bazisba, ezért az 1., 2., 3. oszlopokat
valaszthatjuk. Tovabba az ey, e, e3 bazisvektorok helyére vittiik be ezeket
a vektorokat, igy az 1., 2., 3. sorokat tekinthetjiik. A kivalasztott sorok és
oszlopok altal meghatarozott aldeterminans maximalis méreti nem nulla
aldeterminans lesz.

11 3 =2

1 1 3
0 =3 -1 7 = |0 =3 —1|#0.
1 2 4 =5 1 2 4
2 4 9 -11

Megfigyelhetjiik, hogy nem ugyanazt a maximalis méret(i aldeterminanst
kaptuk, mint a Gauss-eliminacié soran, de a mérete, ami a determinans
rangot adja, most is 3.
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Portfélié-analizis

Portfdélié-analizis
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Portfélié-analizis

Portfélis-analizis

Tegyiik fel, hogy egy bank 4 kiilonb6z6 eszkdzbe fektet be (réz, buza,
arany és kakao). Az iigyfeleinek ezen befektetésekbdl 3 kiilonbozs
befektetési jegyet kinal, melyekben a fenti eszkdzdk mas-mas sallyal
szerepelnek. Az alabbi matrix mutatja a harom kiilénb6z8 befektetési jegy
Osszetételét —az Osszes befektetett pénz aranyaban:

Réz Baza Arany Kakad

BJi / 0.6 05 =02 0.1
BJo| -04 038 0.3 0.3
BJ; \ 0.04 0.63 0.12 0.21

Lehetséges-e a fenti befektetési jegyekbél olyan portféliot dsszeallitani, ami
egyenértékii azzal, mintha minden pénziinket rézbe fektettiik volna?
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Portfélié-analizis

A matematikai modell

A befektetési jegyeknek vektorok feleltethet6k meg az alabbiak szerint:

BJ:
BJo
BJs

BJ4

A

ey

vi = (0.6,0.5,—0.2,0.1),
v, = (—0.4,0.8,0.3,0.3),
vs = (0.04,0.63,0.12,0.21),

vs = (1,0,0,0).

?
A matematikai probléma: v4 € [v1, v2, v3].
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Portfélié-analizis

Megoldas:

0. Vi Vo V3 ‘ Va 1. Vo V3
ee | 06 —-04 0041 e | =22 —-122| 1
e | 05 08 063]| 0 e | —07 -042 |0
es | —02 03 012 0 es | 0.9 0.54 0
0 0

es | 0.1 0.3 0.21 Vi 3 2.1
2. 3 Vg

€1 V3 10

Vo Vo —6

€3 €3 0

%1 Vi -3

V4:(—3)‘V1—|-(—6)-V2+10-V3
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Portfélié-analizis

Valasz;

Lehetséges a fenti befektetési jegyekbdl olyan portféliot dsszeallitani, ami
egyenértékii azzal, mintha minden pénziinket rézbe fektettiik volna.
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Portfélié-analizis

Mi a valasz akkor, ha a bank nem enged negativ poziciékat felvenni a
befektetési jegyekbél?

Valasz:

Ebben az esetben nem lehetséges a fenti befektetési jegyekbél olyan
portféliét Ssszeallitani, ami egyenértékii azzal, mintha minden pénziinket
rézbe fektettiik volna. A v, egyértelmien allithaté el6 a vy, v és v3
vektorok linearis kombinaciéjaként.
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Portfélié-analizis

Egy masik bank 6 féle eszkdzbe fektet, és a kdvetkezs 3 féle befektetési
jegyet értékesiti:

01 02 02 -03 02 06
0.2 -0.7 0.1 1.1 0.2 0.1
-01 01 -02 02 05 05

Az ligyféligények felmérése utan a bank megbizza egy munkatarsat, hogy
alakitson ki egy 0j befektetési jegyet. A munkatars a kovetkezs befektetési
aranyokat javasolja az @j befektetési jegyhez:

(0.4,-0.6,0.5,0.6,—0.1,0.2).

Ha engednek negativ pozicidkat is felvenni a befektetési jegyekbdl,
megérdemli-e a munkatars a fizetését?
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Portfélié-analizis

A matematikai modell

A befektetési jegyeknek ismét vektorokat feleltetiink meg az alabbiak
szerint:

BJi e~ vi=(0.1,0.2,0.2,—0.3,0.2,0.6),
Bl e~ v, =(02,-07,0.1,1.1,0.2,0.1),
BJs e v3=(—0.1,0.1,-0.2,0.2,0.5,0.5),

BJs e~ v4=(0.4,-0.6,0.5,0.6,—0.1,0.2).

?
A matematikai probléma: v4 € [v1, v2, v3].

(9. eléadas) Vektorterek (3.) 2020. aprilis 8. 28 / 38



Portfélié-analizis

Megoldas:
0. Vi Vo V3 Va 3. | v
e 0.1 0.2 -0.1 0.4 Vi 1
& 0.2 —-0.7 0.1 —-0.6 Vo 1
| 02 01 —02| 05 e | 0
e | —0.3 1.1 0.2 0.6 e 0
=5 0.2 0.2 0.5 —-0.1 = 0
€ 0.6 0.1 0.5 0.2 vz | —1

Vs = V1 + Vo — V3
Valasz:

A munkatars nem érdemli meg a fizetését.
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Portfélié-analizis

Latvan az el6z6 munkatars kudarcat, a bank vezérigazgatdja ezattal 5
munkatarsat biz meg azzal, hogy 5 kiilonb6z6 aj portféliét dolgozzanak ki.
Megérdemli-e a vezérigazgaté a fizetését?

Valasz;

Nem, a vezérigazgaté nem érdemli meg a fizetését.
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Lineéris egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Linearis egyenletrendszerek
Megoldhatésag és rang
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Lineéris egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Tétel (Kronecker—Capelli-tétel).

Az
ail-x1 + ... + aA@n-Xpn = by

amil-X1 + ... + amnpn-Xn = bm

egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha

r(A) =r(A|b),
ahol A = (aj j)mxn (a LER matrixa) és
aii . ai,n b1
(A|b) = : : : (a LER bévitett matrixa).
am1 --- amn | bm
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Lineéris egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Példa.
x + y + z =5
x — y 4+ z = -1
X + 2y + =z 8
1 1 1| 5 1 0 112
(Alb)=t 1 -1 1|-1 |~--~ 0 1 03
1 2 1| 8 0 0 0]O

r(Alb)=r(A)=2

Az egyenletrendszer megoldhaté.
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Lineéris egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Példa.
x + y + z =5
x — y + z = -1
X + 2y + =z 7
1 1 1|5 1 0 110
(Alb)=1 1 -1 1|-1 |~---~[ 0O 1 0|0
1 2 1|7 0 0 0|1
r(Alb)=3 és r(A)=2

Az egyenletrendszer nem megoldhaté.
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Lineéris egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Megjegyzés.
Ha r(A| b) # r(A), akkor

r(A|b)=r(A)+1.
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Kahoot
Az el6adason a https://kahoot.com/ oldalon lehetett online teszteket
megoldani.

A kovetkez6 feladatok szerepeltek.
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https://kahoot.com/

- | e
lgaz vagy Hamis?

o Az (1,1), (2,2) vektorrendszer bazis R?-ben. J
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- | e
lgaz vagy Hamis?

o Az (1,1), (2,2) vektorrendszer bazis R?-ben.

Hamis, a rangja 1.
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- | e
lgaz vagy Hamis?

o Az (1,1), (2,2) vektorrendszer bazis R?-ben.

Hamis, a rangja 1.

o Egy 3 x 4-es matrix rangja legfeljebb 3 lehet.
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- | e
lgaz vagy Hamis?

o Az (1,1), (2,2) vektorrendszer bazis R?-ben. J

Hamis, a rangja 1.

o Egy 3 x 4-es matrix rangja legfeljebb 3 lehet. |

lgaz,
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- | e
lgaz vagy Hamis?

o Az (1,1), (2,2) vektorrendszer bazis R?-ben. J

Hamis, a rangja 1.

o Egy 3 x 4-es matrix rangja legfeljebb 3 lehet. |

lgaz, mivel 3 sora van, igy a sorvektorrendszerének rangja legfeljebb 3.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.
(a) Tetszéleges vektor koordinatasora nem filigg a bazis megvalasztasatdl.
(b) Egy matrix determinansrangja lehet mas, mint a sorrangja.

(c) Lin. egyenletrendszer (egyiitthaté) matrixanak rangja nem nagyobb,
mint a bévitett matrixanak rangja.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.
(a) Tetszéleges vektor koordinatasora nem filigg a bazis megvalasztasatdl.
(b) Egy matrix determinansrangja lehet mas, mint a sorrangja.

(c) Lin. egyenletrendszer (egyiitthaté) matrixanak rangja nem nagyobb,
mint a bévitett matrixanak rangja.

A (c) allitas az igaz.
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