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Vektorrendszerek rangja Részrendszerek

smétlés

Definici6 (Linearisan fiiggé vektorrendszer).

A V val6s vektortérbeli vy, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggd, ha van
olyan nemtrivialis linearis kombinaciéjuk, amely a zérusvektorral egyenld,
azaz vannak olyan ag,...,a, € R skalarok, amelyek nem mind 0-ak, de
a1 -vi+---+ap-v,=0.

Definicié (Linearisan fiiggetlen vektorrendszer).

A vi,...,v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha nem linearisan fliggs,
azaz ha a vi,..., v, vektorok linearis kombinaciéja csak gy allitja el6 a 0
vektort, ha minden skalar nulla.
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Vektorrendszerek rangja Részrendszerek

Tétel (Lin. fuggetlen vektorr. részrendszerei).

Ha egy vektorrendszer lineérisan fiiggetlen, akkor barmely részrendszere is
az.

Indoklas: Ha az dsszes vektorbél nem lehet el&allitani a O vektort a
triviadlistdl kulonboz8 médon, akkor kevesebb vektorbdl sem.

Kovetkezmény.

Ha egy vektorrendszer valamely részrendszere lineérisan fiiggd, akkor a
teljes vektorrendszer is az.
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Vektorrendszerek rangja Részrendszerek

Példa.

Egy linearisan fligg6 vektorrendszer részrendszerei kézott mar lehetnek
linearisan fiiggetlenek, példaul a (0,0,0),(1,1,1),(2,2,2),(1,1,2)
vektorrendszer linearisan fiiggs, azonban az (1, 1,1) részrendszere linearisan
fliggetlen, s6t az (1,1,1),(1,1,2) vektorrendszer is.
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Vektorrendszerek rangja Max. lin. fgt. részr.

Definicié (Maximaélis linearisan fiiggetlen részrendszer).
Vektorrendszer maximalis linearisan fiiggetlen részrendszerének
nevezziik egy olyan linearisan fiiggetlen részrendszerét, amely mar nem
bévithetd tovabb gy, hogy a részrendszer tovabbra is linearisan fiiggetlen
maradjon.

Az el6bbi példaban az (1,1,1),(1,1,2) vektorrendszer maximalis linearisan
fliggetlen részrendszer, de nem az egyetlen, mivel (2,2,2),(1,1,2) is az.
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Vektorrendszerek rangja Max. lin. fgt. részr.

Definicié (Vektorrendszer rangja).
Vektorrendszer rangjanak nevezziik a maximalis linearisan fiiggetlen
részrendszereinek kdzds elemszamat. Tehat a vektorrendszer rangja r, ha

kivalaszthaté r darab linearisan fiiggetlen vektor koziiliik, de (r 4 1) darab
mar nem.
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Vektorrendszerek rangja Max. lin. fgt. részr.

Példa.

e A (0,0,0) vektorrendszer rangja 0.

e Az (1,1,1),(2,2,2),(3,3,3) vektorrendszer rangja 1.

e Az (1,1,1),(1,-1,1),(2,—2,2) vektorrendszer rangja 2. Maximalis
linearisan fiiggetlen részrendszerei: (1,1,1),(1,—1,1) és
(1,1,1),(2,-2,2) .

e Az (1,1,1),(0,—1,1),(0,0,2) vektorrendszer rangja 3, mivel a
vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
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Vektorrendszerek rangja Max. lin. fgt. részr.

Tétel.
Legyen V valds vektortér.

@ A vq,...,v, € V vektorrendszer rangja legfeljebb n, és pontosan
akkor n, ha a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

o Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor r darab linearisan fiiggetlen
vektort kivalasztva bel6le, a vektorrendszer minden tagja eléall ezek
linearis kombinaciéjaként.

@ Vektorrendszer rangja nem valtozik, ha bévitjiik egy olyan vektorral

amely el6all a vektorrendszer vektorainak linearis kombinaci6jaként.
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Vektorrendszerek rangja Max. lin. fgt. részr.

Tétel.
Legyen V valds vektortér.

@ Vektorrendszer rangja nem valtozik, ha elhagyunk beléle egy olyan
vektort, amely el6all a tébbi vektor linearis kombinaciéjaként.

@ Vektorrendszer rangja nem valtozik meg, ha valamely vektorahoz
hozzaadjuk egy masik vektoranak tdbbszorosét, vagy ha valamely
vektorat 0-tél kiilonb6zé valds szammal szorozzuk meg.
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Vektorrendszerek rangja Max. lin. fgt. részr.

Tétel.

Legyen V valés vektortér, uy,...,ux,vi,...,vo € V. Haaw,..., v,
vektorrendszer elemeinek linearis kombinaci¢jaként el6all az uy, ..., uy
vektorok mindegyike, akkor az uy, ..., u, vektorrendszer rangja kisebb vagy
egyenld, mint a vy,..., v, vektorrendszer rangja.
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Vektorrendszerek rangja Rangszamitas Gauss-eliminaciéval

Tétel (Rangszamitas Gauss-eliminaciéval).

Az R"-beli vektorrendszer rangjat meghatarozhatjuk Gauss-eliminaciéval:
@ A vektorrendszer vektorait beirjuk egy matrix soraiba vagy oszlopaiba.
@ Gauss-eliminaciét hajtunk végre a matrixon.

o A lépcs6s alakban szereplé nem-0 sorok szama adja meg a
vektorrendszer rangjat.

Megjegyzés

Ha a Gauss-eliminacio elvégzése utan nemcsak a vektorrendszer rangjara
vagyunk kivancsiak, hanem egy maximalis linearisan fiiggetlen részrendszert
is szeretnénk megadni, akkor a matrix soraiba kell beirnunk a vektorokat.
Tovabba a Gauss-eliminacié elvégézése utan figyelniink kell, hogy a lépcsés
alak nem nulla sorainak melyik eredeti vektor felel meg, mert a sorcsere

esetén valtozhat a sorrend.
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Vektorrendszerek rangja Rangszamitas Gauss-eliminaciéval

Példa.
Szamitsuk ki az (1,-1,1,1), (-1,2,1,1), (0,1,2,2), (~1,1,1,1),
(-1,2,3,3), (0,—1,0,0) vektorrendszer rangjat.

@ A vektorok alkotjak a matrix sorait:

1 -1 11 1 000
-1 2 11 0100
A 0o 1 2 2 N 0 011
-1 1 11 0 00O
-1 2 3 3 0 00O
0 -1 00 0 00O
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Vektorrendszerek rangja Rangszamitas Gauss-eliminaciéval

o Az (1,-1,1,1), (-1,2,1,1), (0,1,2,2), (~1,1,1,1), (~1,2,3,3),
(0,—1,0,0) vektorrendszer rangja 3.

@ A megoldas soran sorcserét is hajtottunk végre, az elsé harom vektor
nem alkot maximalis linearisan fiiggetlen részrendszert. Egy maximalis
linearisan fliggetlen részrendszere példaul:

(1,-1,1,1),(~1,2,1,1),(~1,1,1,1).

Y ) )
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Vektorrendszerek rangja Rangszamitas EBT-vel

Tétel (Rangszamitas EBT-vel).
@ A vektorokat beirjuk egy EBT-tablazat oszlopaiba, majd elemi
bazistranszformaciét hajtunk végre, ameddig tudunk.
o A general6 elem oszlopat el lehet hagyni, s6t akar a sorokat is!

@ A sorokba bevitt oszlopcimkék adjak az eredeti vektorrendszer egy
maximalis linearisan fliggetlen részrendszerét, a szamuk pedig a rangot.

Példa.

Szamitsuk kia vy = (1,-1,2,1,2), v, = (-1,1,1,0,1),

vs =(1,2,1,-1,-1), va = (1,2,4,0,2), vs = (3,0,2,0,0) vektorrendszer
rangjat, és adjunk meg benne maximalis linearisan fliggetlen részrendszert.
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Vektorrendszerek rangja Rangszamitas EBT-vel

0. Vi Vo V3 Vg V5 1. ‘ Vs v Va Vs
e | 1 -1 1 1 3
e| 0 3 3 3
e| -1 1 2 2 0
€3 3 -1 2 —4
e3 | 2 1 1 4 2 N
e |1 =2 -1 -3
e | 1 0 -1 0 O el 3 -3 0 -_6
es| 2 1 -1 2 0 >
2. ‘ Vi Vi Vs
e |3 3 3
es| 5 5 b
e | 3 3 3

A vektorrendszer rangja 3, egy maximalis linearisan fliggetlen részrendszere:

vi=(1,-1,2,1,2),vo = (=1,1,1,0,1), v3 = (1,2,1, -1, —1).
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Bazis és dimenzié Bazis

Definici6 (Béazis).
Legyen V valés vektortér. A vektortér linearisan fiiggetlen
generatorrendszerét V' bazisanak nevezziik.

Példa.
A kovetkez6 vektorrendszerek bazist alkotnak a megadott vektorterekben.
e Az e =(1,0,...,0),eo=(0,1,...,0),...,e,=(0,0,...,1)
vektorrendszer a V = R” vektortérben (e bazis a standard bazis”™
R"-ben).
@ Barmely harom nem egy sikba es6 vektor a térben.
o Az (1,/2,0),(+/3,1,1),(—1,1,5) vektorrendszer R3-ban.

* Az elsé 10 hallgaté, aki "standard bazis" targgyal e-mailt kiild az el6adénak, kap 1 plusz pontot. (Megvan a 10

hallgaté!)
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Bazis és dimenzié Dimenzié

Definicié (Véges dimenzios vektortér).
AV vektorteret véges dimenzidsnak nevezziik, ha van véges
generatorrendszere.

Az R" vektortér véges dimenzids, mivel az ey, ..., e, standard bazis
generatorrendszere.
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Bazis és dimenzié Dimenzié

Tétel.

Véges dimenzids vektortér barmely két bazisa azonos elemszamu.

Definicié (Dimenzio).
A V véges dimenziés vektortér dimenzidjan bazisanak kozos elemszamat

értjiik. (Az el6z6 tétel alapjan ez a szam egyértelmiien meghatarozott, és
nem fiigg a bazis valasztasatdl.)

(8. eléadas) Vektorterek (2.) 2020. aprilis 1. 18 / 32



Bazis és dimenzié Dimenzié

Példa.
Az R" (n € N) vektortér n-dimenzids, az ey, ..., e, standard bazis bazisa e
vektortérnek:
e =(0,...,0,1,0,...,0) (1<¢<n).
Jelolés

A V valés vektortér dimenzidjat dim(V') jeldli, pl.: dim(R") = n,
dim({0}) = 0.

Tétel (Dimenzi6 és rang).

A [vi,..., vy altér dimenziéja megegyezik a vi, ..., v, vektorrendszer
rangjaval. A vy,..., v, vektorrendszer maximalis linearisan fiiggetlen
részrendszerei bazisai ezen altérnek.

(8. eléadas) Vektorterek (2.) 2020. aprilis 1.

19 / 32



Bazis és dimenzié Dimenzié

Tétel (Lin. figgetlen vektorrendszerek és bazisok).
Ha a V vektortér dimenzidja n, akkor
@ barmely n-elemi linearisan fiiggetlen vektorrendszere bazisa V-nek;

@ barmely n-elem( generatorrendszere bazisa V-nek.
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Bazisok alterekben

Bazis megadasa generalt altérben
Legyen U = [v1,..., vk] altér a V véges dimenzids valds vt.
Q@ EBT-vel meghatarozzuk, hogy (maximalisan) hany darab vektor
vonhaté be a bazisba a v, ..., vk vektorok koziil.
@ Bazisba bevont vektorok bazist alkotnak az U altérben, szamuk az
altér dimenzidjaval egyezik meg.
VAGY
@ A generatorrendszer vektorait beirjuk az A matrix soraiba.
@ A sorokon végzett elemi atalakitasokkal (!!!) meghatarozzuk a matrix
lépcsés alakjat.
© A nem csupa 0-t tartalmazé sorvektorok az U altér egy bazisat adjak.
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Bazisok alterekben

Példa.

Legyen U = [u1, u2, u3, ua, us], ahol u; = (—5,7,16,7,1),

up = (1,2,1,2,—1), us3 = (1,8,13,8,—7), us = (—1,1,2,1,1),

us = (1,1,—2,1,1). Hatarozzuk meg U dimenziéjat.

0. | nn ui us Ug Us 1 ‘ " - us
et | -5 1 1 -1 1 17 6 3 1
e | 7 2 8 1 1

es | 21 12 3 -3
e3 | 16 1 13 2 =2

ey | 17 6 3 -1
e | 7 2 8 1 1 e | —4 _6 o0 5
s | 1 -1 -7 1 1 >
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Bazisok alterekben

Az iy, ..

uy us Uy

-30 -6 -6
0 0 0
30 6 6"

us
0
0

., us vektorrendszer rangja 3, az uo, ua, us vektorok linearisan

fliggetlenek, amelyek az U altér bazisat alkotjak, dim(U) = 3.
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Bazisok alterekben

Példa.

Legyen U = [u1, u2, U3, ug, us], ahol u; = (-5,7,16,7,1),

w = (1,2,1,2,-1), us = (1,8,13,8,-7), us = (—1,1,2,1,1),
us = (1,1,—2,1,1). Hatarozzuk meg U dimenziéjat.

-5 7 16 7 1 1 0 0 0 -2

1 2 1 2 -1 01 0 1 1

1 8 13 8 —7|~---~|0 0O 1 0 -1

-1 1 2 1 1 0 000 O

1 1 -2 1 1 0 000 O
Az uy,...,us vektorrendszer rangja 3, az

(1,0,0,0,-2),(0,1,0,1,1),(0,0,1,0,—1) € U vektorok linearisan
fliggetlenek, amelyek az U altér bazisat alkotjak, dim(U) = 3.
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Bazisok alterekben

Tétel (Lin. fuggetlenség, generatorr., bazis, rang).

Legyen V n-dimenzi6s vektortér és v, ..., vx € V vektorrendszer, melynek
rangja r. Ekkor a kdvetkez6k érvényesek:

Q@ r<nk
@ a vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha r = k;
© a vektorrendszer pontosan akkor generatorrendszere V-nek, ha r = n;

@ a vektorrendszer pontosan akkor bazisa V-nek, ha r = k = n.
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Bazisok alterekben

Példa.
Déntsiik el, hogy az (R*-beli)

(1,-1,2,1),(=3,1,0,2),(1,1,-1,2),(-1,1,1,5)

vektorrendszer linearisan fiiggetlen, generatorrendszer, illetve bazis-e
R*-ben.

Az R* vektortér dimenzidja 4 (n = 4), a vektorrendszernek 4 eleme van
(k =4). Ki kellene szamolni még a vektorrendszer rangjat (r = 3).
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Bazisok alterekben

1 -1 2 1 100 1/2
-3 1 0 2 010 7/2
1 1 -1 2]7771oo0o1 2
-1 1 1 5 000 O

A vektorrendszer rangja r = 3. A vektorrendszer nem lin. fgt., nem
generatorr. és nem bazis.
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Bazisok alterekben

Tétel.

Legyenek Uy és U, alterek a V vektortérben, amelyekre U; C U teljesiil.
Ekkor

] dim(Ul) S dim(U2);
e Ui = U, pontosan akkor teljesiil, ha dim(U;) = dim(U-).
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Bazisok alterekben

Tétel (Alterek dimenziététele).
Legyenek U és U, alterek a V valés vektortérben. Ekkor

dim(Ul) + dim(U2) = dim(U1 + U2) + dim(U1 N U2).

Tétel (Alterek dsszegének generatorrendszere).

Ha Uy = [u1,...,um| és Up = [v1,..., v,| alterek a V vektortérben, akkor

Ui+ U =[u1,...,Um, V1, ..., Val.
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Kahoot
Az el6adason a https://kahoot.com/ oldalon lehetett online teszteket
megoldani.

A kovetkez6 feladatok szerepeltek.
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- | e
lgaz vagy Hamis?

e Az (1,1), (2,2) vektorrendszer rangja 1, de az (1,1), (2,2), (3,3)
vektorrendszer rangja 3.
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- | e
lgaz vagy Hamis?

e Az (1,1), (2,2) vektorrendszer rangja 1, de az (1,1), (2,2), (3,3)
vektorrendszer rangja 3.

Hamis,
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- | e
lgaz vagy Hamis?

e Az (1,1), (2,2) vektorrendszer rangja 1, de az (1,1), (2,2), (3,3)
vektorrendszer rangja 3.

Hamis, az (1,1), (2,2), (3,3) vektorrendszer rangja is 1.
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- | e
lgaz vagy Hamis?

e Az (1,1), (2,2) vektorrendszer rangja 1, de az (1,1), (2,2), (3,3)
vektorrendszer rangja 3. l

Hamis, az (1,1), (2,2), (3,3) vektorrendszer rangja is 1.

e Az (1,1), (2,2) vektorrendszer bazis R?-ben. |
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- | e
lgaz vagy Hamis?

e Az (1,1), (2,2) vektorrendszer rangja 1, de az (1,1), (2,2), (3,3)
vektorrendszer rangja 3. l

Hamis, az (1,1), (2,2), (3,3) vektorrendszer rangja is 1.

e Az (1,1), (2,2) vektorrendszer bazis R?-ben. |

Hamis, a rangja 1.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.

(a) Barmely vektorredszer rangja egyenlé a vektorok szamaval.

(b) A vektorok altal generalt altér dimenzidja egyenl6 a vektorrendszer
rangjaval.

(c) A zérusvektor minden bazisnak eleme.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.

(a) Barmely vektorredszer rangja egyenlé a vektorok szamaval.

(b) A vektorok altal generalt altér dimenzidja egyenl6 a vektorrendszer
rangjaval.

(c) A zérusvektor minden bazisnak eleme.

A (b) allitas az igaz.
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