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A Leontief-féle Input/Output modell

Példa.

Tegyiik fel, hogy egy gazdasag 3 f6 agazatbdl all: mezégazdasag, ipar és
szallitds. Az egyes agazatok 1 egységnyi termék el6allitasahoz mindharom
agazat termékeit felhasznaljak:

Egységnyi termékre esé felhasznalas

Mezégazdasag Ipar Szallitas
Mezégazdasag 0.30
Ipar 0.10
Szallitas 0.20

amelynek oszlopai megmutatjak, hogy 1 egységnyi termék el&allitasahoz
mennyi termékre van sziikség az egyes dgazatoktdl.
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A Leontief-modell A Leontief-féle Input/Output modell

Példa.
A fenti gazdasag raforditasi matrixa:

M I 5z
M 0.3
/ 0.1 ,
Sz 0.2

amelynek oszlopai megmutatjak, hogy 1 egységnyi termék eléallitasahoz
mennyi termékre van sziikség az egyes agazatoktol.
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A Leontief-modell A Leontief-féle Input/Output modell

Definici6 (raforditasi matrix).
Egy gazdasag egyes agazatai kozotti kapcsolatokat leiré matrixot a
gazdasag raforditasi matrixnak hivjuk. A raforditasi matrix oszlopai

mutatjak, hogy 1 egységnyi termék el6allitasahoz mennyi termékre van
sziikség az egyes agazatoktdl.

Row, or column, that is the question.

Amennyiben a sorok mutatjak, hogy az egyes dgazatoknak mennyi
nyersanyagra van sziiksége, akkor mindent transzponalni kell.

Mindig tisztaban kell lenni azzal,
hogy sorokban vagy oszlopokban gondolkodunk!
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LR EINIS SN A raforditdsi matrix hasznalata

A raforditasi matrix hasznalata

M I Sz

M (03 03 0.2
/ 0.2 01 0.2
5z \0.0 0.2 0.2

Ha 1 egységnyi M, 3 egységnyi | és 2 egységnyi Sz terméket szeretnénk
legyartani, akkor mennyi termékre van sziikség? Példaul az M termékbél
1.03+3:034+2-02=17

egységnyi sziikséges, azonban ezen termékeket is el6 kell allitani, és ahhoz szintén
valamennyi terméket fel kell hasznalni, stb.
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A Leontief-modell Netté és brutté kibocsatas

Netté és brutté kibocsatas

Definicié (Netto kibocsatas).

Az a termékmennyiség, amelyet az adott gazdasagnak el6 kell allitania
(felfoghaté megrendelésként).

Definicié ((Netto kibocsatashoz tartozo) bruttoé kibocsatés).

Az a termékmennyiség, amelyet a gazdasagnak OSSZESEN el6 kell
allitania ahhoz, hogy a nett6 kibocsatast el6 tudja allitani.

Hogyan lehet meghatarozni a brutté kibocsatast? )
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A Leontief-modell Netté és brutté kibocsatas

A Leontief-féle Input/Output modell

Legyen G olyan gazdasag, amely n darab agazatot foglal magaban és

raforditasai matrixa C € R™". Ekkor

X = Cx + d
N~~~ ~~
brutté kibocsatas kozbilss kibocsatas  netté kibocsatas
X1 CI'1
aholx=| : | ésd =
Xn d,
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A Leontief-modell Netté és brutté kibocsatas

A Leontief-féle Input/Output modell

Mivel x = E,x, ezért

Xx=Cx+d<= Ex=Cx+d
~— Ex—Cx=d
— (E,— C)x=d
<~ x=(E,— C)d,

ha E, — C invertalhaté.

Definicié (Leontief-inverz).

Legyen C € R™ " tetsz6leges matrix. Az E, — C matrix inverzét,
amennyiben létezik, a C matrix Leontief-inverzének nevezziik.
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A Leontief-modell Netté és brutté kibocsatas

Tétel.

Legyen C egy gazdasag raforditasi matrixa, d a nettd kibocsatas vektora.
Ha C és d minden komponense nemnegativ, valamint ha a C matrixnak
létezik a Leontief-inverze, az x bruttd kibocsatas:

x=(E-C)"!d

(oszlop)vektor minden komponense nemnegativ és x az egyetlen megoldasa
az x = Cx + d egyenletnek.
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A Leontief-modell Netté és brutté kibocsatas

Elérend6 kibocsatas Sziikséges termékm.

1. kor d Cd
2. kor cd c(cd) = c2d

3. kor c2d c(c2d) = C3d

Ekkor az x brutté kibocsatas:

x=d+Cd+ Cd+...
=(E+C+C*+...)d.

Mivel
(E—C)(E+C—|—C2+...+Cm):E_Cm+17

ezért
(E-C)y'~E+C+---+Cm,
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A Leontief-modell Netté és brutté kibocsatas

Tekintsiik a Példaban latott gazdasagot, amelynek raforditasi matrixa:

0.3 0.3 0.2
C=10.2 0.1 0.2]|. Ekkor C-nek léetezik Leontief-inverze
0.0 02 0.2
07 —03 —02\ ' /162 067
(E-C)t=|[-02 09 -02| =038 133
00 -0.2 08 0.10 0.33

0.57
0.43
1.36

Az E+C+---+ C™ (m=1,2,4,8) matrixok rendre az alabbiak:

1.3 03 0.2 1.45 0.46 0.36

02 1.1 02], 028 121 030,

0.0 02 1.2 0.04 0.26 1.28
1.57 0.60 0.51 1.61 0.66 0.57
035 123 039], 0.38 1.33 0.43].
0.08 0.31 1.33 0.09 0.33 1.36

Leontief-modell
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A Leontief-modell Netté és brutté kibocsatas

Brutté kibocsatas kiszamitasa

Tekintsiik a Példaban latott gazdasagot, amelynek raforditasi matrixa:

03 03 0.2 1.62 0.67 0.57
C=1(02 01 02],és(E-C)'=1038 133 043
0.0 02 0.2 0.10 0.33 1.36

Ha 1 egységnyi M, 3 egységnyi | és 2 egységnyi Sz terméket szeretnénk
legyartani, akkor a netté kibocsatas a d” = (1,3,2) vektorral adhaté meg.
Hatarozzuk meg a brutté kibocsatast:

1.62 0.67 0.57\ /1
x=(E-C)"'d=(038 133 043 [3]| =
0.10 0.33 1.36/ \2

1.62 +2.01 + 1.14 4.77
—[0.38+3.99+086 | = [5.23
0.10 + 0.99 + 2.72 3.81

Leontief-modell
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e
Miikodsképes gazdasag

Ha egy ,zart" gazdasag raforditasi matrixanak Leontief-inverze tartalmaz
negativ elemet, akkor a gazdasag nem miikodéképes: adott
termékmennyiség el6allitasdhoz Gsszességében végtelen sok terméket
fogyasztana el.

Ha egy gazdasag raforditasi matrixa

1.1 0.7 03
1.1 01 1.2 |,
12 1.2 01

akkor a gazdasag nem miikddsképes, hiszen ...
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A Leontief-modell Miikdd8képes gazdasag

Példa.
Legyen egy gazdasag raforditasi matrixa

04 04 0.1
C=101 03 0.6
0.2 02 0.6

i T L - )
Hatarozzuk megad = (1 1 1) netto kibocsatashoz tartozo
dsszkibocsatast.

A C matrix Leontief-inverze:
1

06 -04 —0.1\_ 10. 11.25 19.375
(E-C)yt=(-01 07 -06| =/[10. 13.75 23.125
02 -02 04 10. 125 2375
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A Leontief-modell Miikdd8képes gazdasag

Igy a brutté kibocsatas vektora:

10. 11.25 19.375\ /1 40.625
(E-C)'d=|(10. 13.75 23.125| (1| = [ 46.875
10. 125 2375/ \1 46.25
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A Leontief-modell Miikdd8képes gazdasag

Néhany kérdés a raforditasi matrixszal kapcsolatban

o Adott termékmennyiség el6allitasa soran mennyi terméket kell
legyartani?

o ,Miikodéképes-e" a gazdasag?

o Ha az arak ismertek, hogy lehet meghatarozni az egyes agazatok
profitjat?

@ Milyen arak mellett lehet az &sszprofitot maximalizalni?

e Milyen egyensalyi helyzetei vannak a gazdasagnak?
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A Leontief-modell Miikdd8képes gazdasag

Példa.

Miikodsképes-e az a gazdasag, amelynek raforditasi matrixa:

05 04 03
C=103 03 04 )7
0.2 04 0.18

Tétel.

Ha a raforditasi matrix Leontief-inverze létezik és valamelyik eleme negativ,
akkor a gazdasag nem miikodéképes.

—205.71 —320 —264.29
(E—C)'=|(-23286 —250 —207.14
~185.71 —200 —164.29

A gazdasag nem miikoddéképes.
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A Leontief-modell Miikdd8képes gazdasag

Valtoztassuk meg egy kicsit a raforditasi matrixot és vizsgaljuk, hogy
mennyire valtozik a végeredmény (ez az dgynevezett
érzékenység-vizsgalat). Esetiinkben a helyzet menthets. Legyen

05 04 03 05 04 03
C’'=103 03 0.4 C=1(03 03 04
0.2 0.4 0.17391 0.2 0.4 0.18

Ekkor
597519. 643480. 528571.
(E—C')"'= | 468324. 504350. 414286. | .

371429. 400000. 328571.
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Gl
Koltség és profit

Példa.

Legyen egy gazdasag raforditasi matrixa:

04 03 0.2
c=[ 03 01 04 |,
02 04 02

és legyen az agazatok termékeinek arvektora
v=(123)

(azaz, az elsé termék 1 egységbe, a masodik 2-be, a harmadik pedig 3-ba
keriil). Hatarozzuk meg az egyes agazatok egységnyi termékének
elsallitasakor keletkezs koltséget.
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A Leontief-modell K3ltség és profit

04 03 0.2
c=[(03 01 04|, v=(123)
0.2 0.4 0.2

Vilagos, hogy az elsé, masodik, illetve harmadik agazat egységnyi
termékének eléllitasakor rendre

1-04+2-03+3-02=16,
1-03+2-01+3-04=17,
1-02+2-04+3-02=16

egységnyi kiadas keletkezik.
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A Leontief-modell K3ltség és profit

Tétel.

Ha C egy gazdasag raforditasi matrixa és v az arvektor, akkor az egyes
agazatok koltségeit a vC vektor tartalmazza. A profit(vektor) pedig
v—vC=v(E-C).

Az el6bbi példaban a profitvektor:

06 —03 —02
V(E-C)=(1 2 3)|-03 09 -04]|=(-06 03 14),
-02 —04 08

ami azt mutatja, hogy a masodik és harmadik agazat nyereséges, az elsé
agazat pedig veszteséges.
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A Leontief-modell K3ltség és profit

Tétel (Miikodsképesség és profitabilitas).

Egy gazdasag pontosan akkor miikddéképes (vagyis matrixanak
Leontief-inverzében nem szerepel negativ szam), ha meg lehet agy
hatarozni az arakat, hogy semelyik agazat se legyen veszteséges.

Ha példankban az arvektort v/ = (2 2 3), akkor mar nem lesz
veszteséges agazat:

0.6 -03 —0.2
VE-C)=(2 2 3)|-03 09 —04|=(0 0 12).

—-0.2 —-04 0.8
A C matrix Leontief-inverze:
31 1.8 1.7
(E-C)'=[18 24 17
1.7 1.7 25
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A Leontief-modell

Az 1.zh mintafeladata
7. Feladat

Legyen egy gazdasag raforditasi matrixa A = (1{2 1;2)
(a) Mikodsképes-e a gazdasag?
(b) Adjuk meg a (3,2)7 netté kibocsatashoz tartozé brutté kibocsatast.

(c) Dontsiik el, hogy a (2, 3) arvektor esetén mindkét agazat nyereséges-e.

(a) Nem miikdd6képes a gazdasag, ha az A matrix Leontief-inverzében
talalhaté negativ szam. Meghatarozzuk a Leontief-inverzet:

a0 - (5 30
(E-A) = <1/2 —1/8) -

~1 3/4
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A Leontief-modell

Leontief-inverz kiszamitasa

a2 )

e 1. médszer: EBT

O‘ Vi Vo 1‘ €2 %] 2‘ (5] €1
1/2 —1/8 ~ e |1/2 1/4 ~ w| 2 4
1% 3/4 1 -3/4 v |1/2 3
-1
. Lea 1/2 —-1/8 (3 1)2
Sor- és oszlopcserék utan: (E — A)~1 <_1 3/4> = <4 5 )
o 1/2 ~1/8\ (3 1/2
M1 — =
Ellensrizziink!!! (E — A)(E — A)~1 <_1 3/4) <4 5 ) E
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Mikodsképesség

@ 2. mddszer: Adjungaltak

(2 x 2)-es matrix esetén

= <i 3) : - detl(C) <—db _aC>T - detl(C) <—dc _ab> '
(7 ) 100 )
4 (3{4 %g) _ (i 1?) Ellenérizziink! !

Mivel a Leontief-inverz nem tartalmaz negativ szamot, a gazdasag
miikoddkeépes.

ENEEE
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A Leontief-modell

Brutté kibocsatas

(b) Adjuk meg a (3,2)" netté kibocsatashoz tartozé brutté kibocsatast. J

Mivel d = (;

) a nett6 kibocsatas, igy a brutté kibocsatas:

e (203

Tehat ahhoz, hogy az els6 agazat 3, a masodik 2 terméket kibocsatson,
dsszesen 10 illetve 16 terméket kell elgallitani.
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Nyereség

(c) Dontsiik el, hogy a (2, 3) arvektor esetén mindkét agazat nyereséges—e.)

Ha v = (2,3) az arvektor, az egyes agazatok koltségeit a vA vektor
tartalmazza, igy a profitvektor:

v—VvA=v(E-A)=(2 3) <1_/12 _?)1/18):(—2 2).

(Figyelem: nem a Leontief-inverzzel, hanem az (E — A)-val szorzunk!!!)

Tehat az els6 agazat veszteséges, a masodik nyereséges.
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A Leontief-modell Igaz vagy Hamis?

lgaz vagy Hamis?

o Ha egy gazdasag raforditasi matrixanak Leontief-inverzében nagy
pozitiv szamok szerepelnek, akkor a gazdasag nem miikédéképes.

Hamis, ha nem szerepel negativ szdm a Leontief-inverzben, pontosan akkor
mikddéképes a gazdasag. Az igaz, hogy a nagy pozitiv szamok azt
mutatjak, hogy nem miikddik j6l a gazdasag.

o Az arvektort mindig meg lehet Ggy adni, hogy egyik agazat se legyen
veszteséges.

Hamis, csak miikédéképes gazdasag esetén igaz.
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A Leontief-modell Feleletvalasztas

Feleletvalasztas

A négy allitas kozil pontosan egy igaz.

Egy gazdasag raforditasi matrixat jelolje C, ekkor. ..
(a) a C Leontief-inverze mindig létezik.

(b) ha létezik a C Leontief-inverze, akkor és csakis akkor miikodsképes a
gazdasag.

(c) ha v az arvektor, akkor a profit: v(E — C)~L.

(d) miikodsképes gazdasag esetén a brutté kibocsatas egyik agazatban
sem lehet kisebb, mint a netté kibocsatas.
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A Leontief-modell Feleletvalasztas

Feleletvalasztas

A négy allitas kozil pontosan egy igaz.

Egy gazdasag raforditasi matrixat jelolje C, ekkor. ..
(a) a C Leontief-inverze mindig létezik.

(b) ha létezik a C Leontief-inverze, akkor és csakis akkor miikodsképes a
gazdasag.

(c) ha v az arvektor, akkor a profit: v(E — C)~L.

(d) miikodsképes gazdasag esetén a brutté kibocsatas egyik agazatban
sem lehet kisebb, mint a netté kibocsatas.

A (d) allitas az igaz.
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