8. feladatsor — Vektorrendszer rangja — Eredmények

8.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor nincs benne r elemd linearisan
fiiggd részrendszer.

(b) Egy vektorrendszer barmely maximalis linearisan fiiggetlen részrendszere
ugyanannyi elembdgl all.

(c) Ha egy vektorrendszer minden tagja el6all 2 masik tag linearis kombiné-
civjaként, akkor a vektorrendszer rangja 2.

(d) Egy vektorrendszer maximalis linearisan fliggetlen részrendszerei éppen
a vektorrendszer altal generalt altér bézisai.

(e) Minden k tagu linearisan fiiggs vektorrendszer rangja k.

(f) Ha két vektorrendszer ekvivalens egymaéssal, akkor ugyanazt az alteret
generaljak.

(g) Ha két vektorrendszer ekvivalens egymaéssal, akkor rangjuk megegyezik.

(h) Van olyan lineéris egyenletrendszer, amelynek egyik altalanos megolda-
saban 3, masik altaldnos megoldasdban 4 szabad ismeretlen van.

Eredmeény. igaz: (b),(f),(g)
hamis: (a),(c),(d),(e),(h)

8.2. Feladat. Hatarozza meg (ha lehetséges) a v vektor koordinatait a V'
vektortér elGirt bazisaban:

(a) V =R3, bazis: (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0), v = (1, —1,1);

(b) V =R3, bazis: (1,-1,2),(0,0,1),(1,2,3), v = (1,-1,1);

(c) V =R3, bazis: (-1,2,1),(1,2,3),(1,1,2), v = (1,—1,0);

(d) V = R4 bazis: (—1,1,1,0),(1,2,1,-1),(1,1,1,1), (=1, -1, -2, -2), v =

(1,2,1,2);
(e) V = Z4, bazis: (1,0,—1,1),(0,1,—1,-1),(1,0,1,—1),(~1,0,1,1), v =
(]‘707170);

ks e (1 =2) (0 -1\ (2 -4\ [—4 8 B
(f) V= R**2) bazis: (0_1,_24 o 21) g 4) o=
1 0
(41 3)

(g) V a legfeljebb harmadfoka Zsg feletti polinomok vektortere, bazis: 1+
224+ l+rc+221+22 22 +23, v=14+z+23

(h) V =[(1,0,1,—-1,0),(=1,1,0,—1,1), (0,1,0,—1,0)] C Z3, bazis: a mega-
dott generatorrendszer, v = (—1,0,1,—1,—1);

() V=[01+22+23+a2* 1+ 2+22 2% + 23, 2+ 22 + 23] C Zs[z], bézis: a
megadott generatorrendszer, v = 1 + z + 23 + a?;

G) v = [((f : _23> , ((1) g _D , <_16 2 44” C @3, bazis: a
4 =8 17
—20 17 14 )
(k) V = {(z1,29,73,24) : T2 + 23 = 0, 29 + 23 + x4 = 0} C R?* bazis:
tetsz6legesen valasztott bazis V-ben, v = (177, 4,-5,1);
1

megadott generatorrendszer, v =



2

V= {<i1 §2> txo + a3+ xy = 0} C Z5*2, bagzis: tetszélegesen va-
3 X4

lasztott béazis V-ben, v = <(1) ?)

Eredmény (a) 1,-2,2

(b) 1

(c) nem baz1s de v eleme a generalt altérnek
(d) 1,-1,5,2

(e) —1,0, 1 -1

(f) _317 ’ 11a -

(g) 0,1,0,1

(h) 1,-1,1

(i) v nem eleme az altérnek
(J) _27 1’ 3

(k) a bazis valasztasatol fligg

(1) a bazis valasztasatol fiigg

8.3. Feladat. Hatarozza meg a V vektortérbeli megadott vektorrendszer
rangjat, és adjon meg benne maximalis linearisan fiiggetlen részrendszert:

(a) V =R3 (2,0,0),(3,-5,0),(7,-9, —11);

(b) V =R% (0,1,2,4),(2,—1,2,2), (1,—1,1,2);
(C) V ng (17 170 ) (1 17 170?]‘) (0 07 17 1?0)7(17 1707 1?]‘)7(17 17 17 1?]‘)7
(d) V=123 (-1,1,— 1,1,0 ,(1,-1,-1,0,-1),(-1,1,0,1, —1),

( 707 17 17 1)7 1717 7071

e (09
(239

(g) V a racionalis egyiitthatés polinomok vektortere; 3 — 2z + %, —12 +
8x — 4z2, 6 — b + 222, 12 — 9z + 422,

redmény. (a) r = 3, mindharom vektor

b) r = 3, mindharom vektor

) r =3, pl. elsg, harmadik, negyedik vektor

) r =3, pl. elsg, masodik, harmadik vektor

) r =3, pl. els6, masodik, harmadik vektor

) =4, pl. els6, méasodik, negyedik, hatodik vektor
(g) r =2, pl. els6, harmadik vektor

8.4. Feladat. A 8.3. Feladat (a)—(d) részében megadott vektorrendszerek
altal generalt V-beli alterekben keressen olyan bazist,
(i) amely lépcsGs alakt (pontosabban az a matrix 1épesds alaki, amelynek
sorvektorai a béazis elemei);
(ii) amelynek egyik eleme sem skalarszorosa a lépcsss alaka bazis elemei-
nek;
(ili) amely V standard bazisabol a lehetd legtobb elemet tartalmazza.

Eredmeény. (a) (i) (1,0,0,),(0,1,0),(0,0,1)
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[(2,1,0,-1),(1,-1,3,7)];

1,-1,0,2),(1,2,5,—7,2)],

Y

s T )7 (07 —6,11, _9)];
); (0

)7 (_17 L1, 1)]7 Us

) )7 (07 —2,3, _1)]7

(ii) Uy NUs és Uy bazisanak is.

8.6. Feladat. Hatarozza meg a V vektortér Uy, Us alterei esetén az Uy NUs
(i) Uy bazisanak;

és Uy + U, alterek dimenzidjat. Tovabba adjon meg olyan bazist az Uy + Us

altérben, amely kiterjesztése
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[(2,1,0,
[(27 17 07 _1)7 (17

Ui + U,

Eredmény. Minden feladatrészben megadunk egy-egy megfelel§ bazist. A
Uh

bazis elemszama a dimenzio6.

(a) Ui NUy



1 0
0 0/)’\—-1 1

= (5 ) )2 0)

8.7. Feladat. Keresse meg a Z3 vektortér dsszes alterét, és rajzolja fel az al-
terek tartalmazésra alkotott részbenrendezett halmazanak Hasse-diagramjat.

Eredmény. A Z3 vektortérnek 8 eleme van. A 0-dimenzi6s trividlis altéren
és a 3-dimenzios Zj altéren kiviil 7 darab 1- és 7 darab 2-dimenziés altere van.
Az 1-dimenzids alterek a nullvektort és még egy vektort tartalmaznak. A
2-dimenziés altereknek pontosan 4 eleme van, melyek koziil a 3 nullvektortol
kiilonb6z6 elem barmelyike a masik ketts 6sszege. Minden 2-dimenziés altér
azon 3 darab 1-dimenzids alteret tartalmazza, amelyeknek a nullvektortol
kiilonb6z8 eleme benne van az adott 2-dimenziés altérben.

Példa a Hasse-diagram kis részére:

Z;

{(0,0,0),(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1)} (0,0,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)}

{(0,0,0),(1,0,0)} {(0,0,0),(0,0,1)}

{(0,0,0)}



