10. feladatsor — Linearis leképezések matrixa,
sajatértéke, sajatvektora

10.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok, és dontését

roviden indokolja:

(a) Barmely két linearis leképezésnek értelmezve van az osszege.

(b) Minden linearis leképezés rangja egyenls az Osszes matrixanak rangjaval.

(c) A tér R3 vektorterén definidlt barmely két lineris transzformacio ossze-
gének rangja legfeljebb akkora, mint az egyes tagok rangja.

(d) Minden vektortéren van olyan linearis transzforméacio, amelynek minden
bézisban ugyanaz a métrixa.

(e) A sik R? vektorterén van olyan lineéris transzforméacio, amelynek sajatér-
téke a 2 valos szam.

(f) A sik R? vektorterén van olyan lineéris transzforméacio, amelynek nincs
sajatértéke.

(g) Hasonlé matrixok nyoma és sajatértékei megegyeznek.

(h) Minden linearis transzformécionak diagonalis a méatrixa valamely bézis-
ban.

Tekintsiik a kovetkez6 bazisokat a megadott vektorterekben:

(1) R% £:(1,0),(0,1), F:(2,-1),(-1,0);

(2) R%  £:(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), F: (2,0,0),(0,1,1),(0,1,~1);
(3) Z3; £:(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), F: (1,—1,0),(1,0,1),(1,0,0);
(4) Z3; £:(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0,1),
F:(1,1,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,1), (0,0, 1,0);
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(7) a Zs feletti legfeljebb méasodfoki polinomok W vektortere; &£: 1, z, 2,
F:l—x, 1422 1.

Tekintsiik a kovetkezd linearis transzformaciokat, illetve leképezéseket:

(A) ¢: R? — R? az identikus transzformacio;
(B) ¢: R? = R? a zérustranszforméacio;
(C) p: R? — R? a tiikrozés az z-tengelyre;
(D) ¢: R? — R? a merdleges vetités az y-tengelyre;
(E) p: R? — R? a /2 sz0gti forgatas az origd koriil;
(F) ¢: R? — R3 a tiikrozés az x, y-tengelyek sikjara;
(G) p: R3 — R? a meréleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;
(H) o: R = R, (2,y) = (2 + 3y, 2z — y);
(I) ¢: R? 5 R?, (z,y) = (v —y, =+ 3y);
(J) w:R3—>R3 (xy, 2) = (2 —y, x4y, 3z — 2y — 2);
(K) o: R3 = R3, (2,9,2) — (=2 + 8y — 22, 3y — z, 4y — 22);
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(L) ¢: R* = R3 (z,y,2) = (=32 +5y + 2z, v +y — 92, —42);
(M) ¢: Z3 = 73, (v,y,2) = (x+ 2, 2, —x +y — 2);
(N) ¢:Z3 =73, (z,y,2) = (—z—y—2z,2—y+2z —1+y—2);
(O) <,0:Z‘21—>Z‘217 (z,y,u,v) = (u+v,u+v,x+y+u, z+y+uv);
(P) ¢: Zy = Z3, (x,y,uv) = (u+v, 2 +y+u+o,y, x+u+0);
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(S) @: W =W, ag + a1z + asx?® — (ag + as) + asx + (—ag + a1 — az)z?;
(T) - R3 — R? a mer6leges vetités az x, y-tengelyek sikjara;
(U) ¢: R3 — R?, (z,y,2) — (—x + 6y, 22);
(V) ¢: R? — R3, (z,y) — (Tx — 2y, 3z — y, 4o — 2y);
(W) p: R?*2  R3, <Z ‘z> = (r+y—u,z+v, —z+y+u+o);
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(Y) ¢: W = Z3, ap + a1x + agz? — (a1 — az, az + ag, a1 — ag).

10.2. Feladat. Adja meg a linearis transzformaciok, illetve leképezések
kovetkezd linedris kombindcioit (ahol pl. (o) az (A)-beli linearis leképezést
jeloli):

(a) @(cy + ¥, ahol ¥: R? — R? a tiikrozés az y-tengelyre;
(b) ¢mD) — ¥, ahol ¥: R? — R? a merdleges vetités az z-tengelyre;
(c) ew) — 2¢@);
(d) o + o)
) P0) + PPy;

e
£) 3Ty + 20v);
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10.3. Feladat. Hatarozza meg a fenti ¢ linearis transzformaciok, illetve
leképezések matrixat a fent megadott &£, illetve F bazisokban. (Pontosabban
minden ¢ esetén két matrixot kell megadni; ha pl. ¢ € Hom(R? R?), akkor
Ai(l)’gm—t és Ai—(l)’}—(z)—t, ahol £y, F(1y az (1)-beli £ és F, £y, F(2) pedig a
(2)-beli € és F.) Adja meg ¢ rangjat is.

10.4. Feladat. (a) Hatérozza meg a fenti £ és F bazisok esetén az attérés
matrixat az £ béazisrol az F bézisra, valamint az F bézisrol az £ bazisra.

(b) Adja meg az alabbi v vektorok és a fenti ¢ linearis transzforméaciok,
illetve leképezések esetén a vy vektor koordindtait mindkét bazisban:

(A))(E),(H)v(l),(V)i v=(1,-3);

(F 7(G)7(J)7(L)7(T)7(U) v = (27270)7
(M),(N): v=(1,-1,-1);
(O)a(P)v(X) v = (17 17 170);

@ o= (3 %);



(9),(Y): v=1+2z+22%
10.5. Feladat. Dontse el, hogy hasonléak-e az alabbi matrixok:

o (D) e
o (12t ene
o). e

1 -1 2 1 2 3
(d) [2 1 —1|,[{4 5 6] cR>3;
12 1 789
000 101
(e) [0 1 of,{0 0 0] ez
001 00 1
000 100
) o 1 0],[1 0 0] €z,
001 00 1

10.6. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez R ((a),(b),(d)), Za ((c),(f)) és
Zs ((c),(e)) feletti métrixok karakterisztikus polinomjat és sajatértékeit, va-
lamint adjon meg béazist a sajatalterekben.
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10.7. Feladat. Hatérozza meg a fenti linearis transzformaciok ((A)—(S))
sajatértékeit, és adjon meg bazist a sajatalterekben.

Szorgalmi feladatok

10.8. Feladat. Tetszsleges T test felett adjon meg n kiilonb6z6 izomor-
fizmust a T" vektortér és a T feletti legfeljebb (n — 1)-edfokd polinomok
vektortere kozott.

10.9. Feladat. Adottak a V' vektortérben az U és W alterek. Mi a sziikséges

és elégséges feltétele annak, hogy létezzék olyan ¢ linearis transzformécio,

amelyre Kerp = U és Imp = W?

10.10. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges n-dimenziés vektortérben

(a) az identikus transzformacié matrixa minden bézisban az n x n-es egység-
matrix;

(b) a zérus transzformacié matrixa minden bazisban az n x n-es zérusmatrix.

10.11. Feladat. Hatarozza meg a sik R? vektorterének ésszes olyan linearis
transzformécidjat, amelynek minden bazisban ugyanaz a matrixa.
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10.12. Feladat. Adja meg a sik R? vektorterén az Gsszes olyan linearis
transzforméciot, amelynek 4 € R sajatértéke, és a 4-hez tartozo sajataltér
kétdimenzids.

10.13. Feladat. Adja meg az a valdés paraméter azon értékeit, melyekre
2 € R nem sajatértéke a matrixnak:

@ (L 1) o —l2 : _(1)1

10.14. Feladat. Az a valés paraméter mely értékei esetén lesz az

1 -1 0
-3 1 1
-4 2 a

matrixnak sajatvektora az (1, —1,a) vektor?
10.15. Feladat. Tetszéleges A € R?>*? matrix esetén tekintsiik a kovetkezd
adatokat:

(1) A determinansa és nyoma;

(2) A sajatértékei;

(3) A karakterisztikus polinomja.
Mi a kapcsolat a kozottiik? (Pl (1) ismeretében megkaphatjuk-e, és ha igen,
hogyan, a (2)-beli és a (3)-beli adatokat?)



