9. feladatsor — Linearis leképezések

9.1. Feladat. Melyek linearisak az aldbbi leképezések koziil? Amelyik linearis,
annak hatarozzuk meg a képterét és a magterét, illetve ezek dimenzidjat,
bézisat.

a) ¢: R* — R, (5C ) (fv+y,:vy)

¢) ¢: R? —>R3 (x, ) ( — 2y, —2x + 4y, —4x + 8y);

d) o: RS > R, (2,y,2) = (2 -y, + Lo+ 2).

9.2. Feladat. A sik R? vektorterében tekintsiik a kovetkezd transzformaciokat.
Dontsiik el, hogy lineéaris transzforméaciok-e. Ha igen, akkor adjuk meg a
magjukat, képteriiket és azok dimenzidjat, bazisat.

a) eltolas az (1, 1) vektorral;

b) tiikrozés az = tengelyre;

c) merdleges vetités az y tengelyre;

d) /2 szogi forgatas az origd koriil;

e) tikrozés az y = = egyenesre.

9.3. Feladat. Tekintsiik a sik R? vektorterén értelmezett alabbi o és 1 linearis
transzforméciokat. Hatarozzuk meg a ¢+1) és a o) lineéris transzformaciokat.

a) ¢ az z-tengelyre, 1) az y-tengelyre vonatkozo tiikrozés;

b) ¢ az x-tengelyre, ¢ az y-tengelyre vonatkozo merdleges vetités;

c) ¢ az identikus transzformacio, 1 az origo koriili 7/2 szogii forgatas;
d) ¢ az origo kortli 7/3 szogt, 1 az origd koriili —m /3 szogi forgatas.

9.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi £ illetve F bézisok esetén az £ bazis-
rol az F bézisra valo bazisattérés matrixat, valamint az F-r6l £-re valo bazisat-
térés matrixat.

a) £:(1,0),(0,1), F:(2,—-1),(—1,0);

b) £:(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), F:(2,0,0),(0,1,1),(0,1,-1).

9.5. Feladat. Hatarozzuk meg a kdvetkezs ¢ linearis transzforméciok métrixat
az el6z6 feladatban szerepls megfelels £, illetve F bazisokban. Szamitsuk ki a
v vektor ¢ melletti képének koordinatéait mindkét bazisban.

a) p: R? 5 R, (z,y) = (z +3y,20 —y), v=(1,-3);

b) P RS — RB’ ($ayaz) = (2:E —y,m+y,3x - 2y— Z)a v = (27270)

Szorgalmi feladatok

9.6. Feladat. Legyen V a legfeljebb harmadfoka valds egyiitthatos polinomok
vektortere. Dontsiik el, hogy V megadott transzforméciéi linearisak-e. Ha igen,
akkor adjuk meg a lineéris transzformacié magjat, képterét és azok dimenzidjat.
(f = azx® + a2® + a7 + ag, ahol a; € R.)

a) f— f' (f derivaltja);

b) f > apz;

c) f+ f maradéka 22 + z + 2-vel osztva.
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9.7. Feladat. Létezik-e a sik R? vektorterén értelmezett olyan ¢ linearis tran-
szformécio, amely teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok? Ha létezik, akkor
adjunk is meg egy-egy ilyen transzformaéciot.

a) Kerp NImy = 0;

b) Kerp NImyp = {0};

c) Keryp C Imy;

d) Imp C Kery;

e) Kerp = Imep.

9.8. Feladat. Tekintsiik R2-benaz U = {(z,2) : v € R} ésa W = {(z, —2) : v € R}
altereket. Adjunk meg olyan ¢ lineéris transzforméciot, amelyre Kerp = U

és Imp = W. Adjunk meg olyan 1 linearis transzforméciot is, amelyre
Keryp =W ésImy =U.

9.9. Feladat. Adottak a V vektortérben az U és W alterek. Mi a sziikséges és
elégséges feltétele annak, hogy 1étezzék olyan ¢ linearis transzformécié, amelyre
Kero=U ésImp=W?

9.10. Feladat. Mennyi lehet egy ¢: RY — RS linearis leképezés magjanak
dimenzidja? Adjunk meg egy-egy példat a legkisebb és a legnagyobb értékre.

9.11. Feladat. A ¢ € Hom(U, V) linearis leképezésrdl tudjuk, hogy

(1) barmely négy elem képe linearisan fliggs vektorrendszert alkot;
(2) barmely hat linearisan fiiggetlen U-beli elem koézott van olyan, amely-
nek képe nem a zérévektor.

Mekkora lehet U dimenzi6ja?

9.12. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszsleges n-dimenzios vektortérben

a) azidentikus transzformécié métrixa minden bazisban az nxn-es egység-
matrix;

b) a zérus transzformécié matrixa minden béazisban az n X n-es zérus-
mAtrix.

9.13. Feladat. Adjunk meg egy izmorfizmust a valoés szdm n-esek R™ vek-
tortere és a legfeljebb (n — 1)-ed foku valos egyiitthatos polinomok vektortere
kozott.



