LINEARIS LEKEPEZESEK II.

2004. december 1.

IRODALOM

A fogalmakat, definiciékat illetGen két forrasra tamaszkodhatnak: ezek egyrészt elhang-
zanak az el6adason, masrészt megtaldljak a jegyzetben:

Szab6 Laszlé: Bevezetés a linedris algebrdba, Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

11. fejezet (Miiveletek linedris leképezésekkel);

12. fejezet (Linedris leképezések matrixa).

13. fejezet, (Attérés 1j bazisra. Koordindta-transzformacio).

tovabbi ajanlott irodalom:

Freud Robert: Linedris algebra, ELTE Eotvos Kiadd, Budapest, 1996.

5.fejezet (Linedris leképezések).

(Néhény feladat — esetleg kissé atfogalmazva, kiegészitve, illetve més jelolésekkel — is
innen szdrmazik.)

AJANLOTT FELADATOK

Miiveletek linearis leképezésekkel.

1. Feladat. Legyen V a(z origékezdéponti) sikvektorok szokdsos vektortere a valds
szamtest folott. Mi lesz a a + [ transzformacié abban az esetben, ha

(a) « az z-tengelyre, § az y tengelyre torténd tiikkrozés;

) « az z-tengelyre, 0 az y tengelyre torténé meréleges vetités;

(c) «a az origé koriili +60°-o0s, 0 az origd koriili —60°-os elforgatés;

(d) « az origé koriili 0 szoggel, 5 az origd korili —0 szoggel vals elforgatas;
(e) « az identikus leképezés, 3 az origd koriili +90°-os elforgatés.

2. Feladat. Legyenek ¢, ¥, v és u az R? vektortér kovetkezd linedris transzformé-
cioi:

(xvy)gb: (ya_x)a (xay)w: (CU, _y)7 ($7y)l/: ('T_y7x)7 (x,?J)M: (07.’1,’)
Hatarozza meg a kovetkezo linearis transzformaciokat:

o+ P+, 2¢ — 3v, oY — v, ¢* — 1, op — po -

3. Feladat. Adjon meg az R? vektortérben olyan ¢, és i linedris transzforméciékat,
amelyekre

(a) ¢ =0, de ¢op#0; (b) p*=0, de u#0.
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4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy barmely ¢, € Hom(V7, V3) esetén

(a) Ker(¢+ 1) O Ker ¢ N Ker ¢,
(b) Im(¢ +¢) € Tm ¢ + Im 4);
(c) Ker(A¢) = Ker ¢, ha X # 0;
(d) Im(Ap) = Im ¢, ha A # 0;

Linearis leképezés matrixa.

5. Feladat. Hatdrozza meg azt a 1): R3 — R? lineéris leképezést, amelyre
(1,1,0)v = (1,2), (1,0,1)y = (0,0), (0,1, 1)y = (2,1)

Megoldas. Kénnyen ellenérizhet6 (tegyiik meg!), hogy az (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) vek-

torrendszer bazis az R? vektortérben. Ezért a 12.1. Tétel szerint pontosan egy ilyen 1)
létezik. Fejezziik ki a standard bézis elemeit ebben a bazisban:

1 1 1
(1,0,0) = 5(1,1,0) + 5(1,0,1) = 5(0,1,1)
1 1 1
(0.1,0) = 5(1,1,0) = 5(1,0,1) + 5(0,1,1)
1 1 1
(0,0,1) = =5(1,1,0) + (1,0,1) + 5(0,1,1)..

Mivel ¢ linearis, ezért a fenti Osszefliggések meghatarozzak a bazisvektorok képeit:

1

Li,01) - %(o, ;. 1)) b=

(1,000 = (511,04

_ %((1, 1,0)¢) + %((1,0, D)) = %((07 L 1)y) =
- %(1,2) + %(o,o) - %(2,1) = (-%%)
Hasonl6an
(0,1,0)9) = (% 1,1,0) = 5(1,0,1) + %(0,1,1))1&:
_ %(u,l,om) (1,0, 1)) + 2 (0.1, 1)) =
- %(1 2) — (0 0) + ;(2,1) = (;;)

1 1 1
(0,0,1)y = (—5(1, 1,0) + 5(1,0, 1)+ 5(0, 1, 1)) Y=

_%((1, 1,0)Y) + %((1,0, 1)) + %((0, 1,1)0) =
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1 1 1 1 1
=—=(1,2)+ = ~(2,1)=(=,—=

Ezeket (és persze 1 linearitdsat) folhaszndlva tetszbleges (x,y, 2) € R3 vektornak meg
tudjuk adni a i melletti képét:

(z,y,2)Y = (2(1,0,0) + y(0,1,0) 4+ 2(0,0,1) )y =
(

0
2((1,0,0)9) + y((0,1,0)3) + 2((0,0, 1)) =
()0 (38) - 6)-
1
2

:( (—x + 3y + 2), ;($+3y—z))

tehat ¢ ,, képlete” a kovetkezo

1 1

6. Feladat. Van-e olyan (és ha igen, akkor hany) x:R3 — R3 lineéris leképezés,
amelyre:

(a) (1,1,0)x=(1,1,-1),és (1,0,1)x = (2,1,0);
(b) (17 L, 1)X = (17 L, 1)? (17 2, 3)X = (_17 -2, _3)7 és (17 L, Z)X = (2, 2, 4),
(C) (17 1, 1)X = (17 L, 1)7 (27 2, 3)X = (37 3, 5)’ €8 (17 1, 2)X = (27 2, 4)3
(d) (1,0,1)x =(2,-3,0), (0,1,0)x =(—-1,2,0),és (1,1,1)x = (1,0,0);
(e) (071,1)X = (3717—2)7 (170,1)X = ( 7_171)7 (17170 X = (_3>271) €s
(1,1, 1)x = (3,4,2);
(f) (1,0,0)0x = (3,1,-2), (0,1,0)x = (4,-1,1), (0,0,1)x = (=3,2,1) és
(1,1,1)x = (4,2,0).
Ha igen, akkor irjuk fol a x ,,képletét”.
7. Feladat. (ld. az eléz6 feladatot) Legyen vy, ..., v,
(a) generdtorrendszer,
(b) linearisan fiiggetlen vektorrendszer,
a V vektortérben, és legyenek uq, ... , u, tetszoleges elemek az (ugyanazon 7' test f6lotti)

U vektortérben. Hany olyan x: V — U linearis leképezés 1étezik, amelyre v;x = u;, ¢ =
1,2,...,n7?

8. Feladat. Az alabbi feladatokban adott egy ¢ linearis leképezés, valamint egy F
bézis az indulasi, és egy G bézis az érkezési vektortérben.
(1) (gyakorlasképpen) Igazolja, hogy ¢ linedris leképezés.
(2) Hatdrozza meg ¢ matrixat a megadott két bézisra vonatkozdan.
(3) Adja meg az adott = vektor koordinéatéit az F bazisban, valamint z¢ koordina-
tait a G béazisban.
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(a) ¢:R* — R3, (a;, Y, z,u) — (2x + 2,y — u,u);
f:fl ( a 7 )7 :(171;0 O) f3_<17 ) ;_ ) f4 (1 1)a
g:gl (1 1 1) ( 17 ) g3 = (1 1 1) (473, 7 )
(b) (i RY — B, (5, 210) — (204 21y — ).

F:f=(1,-1,0,0), fo =(1,1,0,0), f3=(1,1,1,0), fu = (1,1,1,1);
G:g1=(1,1), g2 = (—1,0); x=(2,3,1,0).

(C) (P:R?’HRQ? (.’L‘,y, ) (x—y,:c—i—z),
fif1=(1»070) fo= (170a1)> f3= (
g:glz(lvo)a (17_1); 523:(

(d) ¢:R®>—R?, (ﬂf y,2) = (

Jf:flz(lvo O) f2 (170a_1)7 f3:(17171);
G:g1=(1,0), go =(1,-1); x=(1,3,-1).
(e) p:R? =R (z,y) = (z+2y,y,2 — y);

(1707_1)7 g3 = (Ovlvl); T = (37_1>
= (z+y,2y, 3z — y);
Fifi=(11), fa=(1,-1)
g391 = (1 0 1) g2 = (1707_1)7 g3 = (17171); T = (27_5>
Megoldds. Mintaként megoldjuk a (d) feladatot:
¢ linearis leképezés:
Azt kell igazolni, hogy
(1) barmely u,v € R3-ra (u+ v)p = up + vy és
(2) barmely A € R és u € R? esetén (Au)p = A(up).
Mindkét feltétel teljesiil, hiszen tetszéleges u = (u1, us,u3), v = (v, v2,v3) € R? vekto-
rokra:

U1, U2, ug) + (v1,v2,v3)) p = ((ug + v1,u2 + v2,us + v3)) p =

(u+v)e=((
((u1 +v1) + 2(u2 + v2), (uz + v2) + (uz + v3)) =
((
= (

u1 + 2ug) + (v1 + 2v2), (ug + uz) + (v2 + v3)) =
uy + 2ug, ug + uz) + (v1 + 202, v2 + v3) = uP + vV,

azaz p megorzi az osszeadast.
Tovabb4 tetszdleges A € R és u = (u1,us,u3) € R3 esetén:

(/\u)gp = (A(ula Uz, U3)> Y = (Aul, >\u27 )\U3>§0 =
= ()\ul + 2X\ug, Aug + )\Ug) = )\(Ul + 2u9, us + ’LL3> =

= )‘((uh Uz, U3)g0) =A ((U(P)) .

azaz ¢ megOrzi a skalarral valo szorzast is, tehat valoban linedris.

¢ matrixanak meghatarozasa:
Keressiik azt az A = (a;j)3x2 matrixot, melynek elemeire

fip = a1g1 + ai292
fop = a2191 + az292
f3p = az191 + az2g2
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teljesiil, azaz
(17 07 O)@ = (17 0) - all(]-a 0) + a'12(17 _]-)

(17 0, _1)90 = (17 _1): CL21(1, O) + a22(17 _1)
(1,1, Dep=(3,2) =az(1,0)+ as(l,-1)

Az els6 egyenlbség az (igen egyszerii)
air +apz =1 —a;2=0

egyenletrendszerre vezet, melynek megoldasa: a1; = 1, a;2 = 0. Hasonléan a maéso-
dikbdl kapjuk, hogy as; = 0, ass = 1, a harmadikbdl pedig as; = 5, ags = —2 adddik.
Tehat a ¢ linedris leképezés matrixa az adott két bazisra vonatkozdan:

0
1
-2

A:

o O =

x és xp koordinatasorai:
Az x = (1,3,—1) vektor koordindtasora az F : f1, fo, f3 bézisban ¢ = (c1,c2,c3), ha
Tr = lel + CQfQ + Cgfg, azaz ha

c1t+catcez=1

C3 — 3
—C2 —|— C3 — —1.
Ennek az egyenletrendszernek a megolddsa: ¢; = —6,co = 4,c3 = 3, tehdt az

x = (1,3, —1) vektor koordindtasora az F bézisban ¢ = (—6,4,3). Ennek segitségével
felirhaté xp koordinatasora is a G : g1, g2 bézisban a kévetkezéképpen (1d. 12.3. Tétel
el6tti megjegyzést):

1
d=cA=(-6 4 3)[0 1 |=(9 -2).
5)

Igy az xp koordindtasora a G bézisban ¢ = (9, —2).

* * * * * * * * * x

9. Feladat. Tekintsiik az alabbi leképezéseket:

e: R — R?, (2,y,2) — (z+y,y+2)
P:R® = R?, (2,9,2) — (2,y)
n:R? = R?, (2,y) = (22 —y,0,z + 3y)

(a) Igazolja, hogy mindhdrom leképezés linearis.

(b) Adja meg a magtereiket és a képtereiket, és hatdrozza meg ezek dimenzidjat.
(c) Hatdrozza meg ny métrixat az R? standard bazisdban.

(d) Hatérozza meg @n métrixat az R3 standard bazisdban.

(e) Hatarozza meg ¢ — 2t métrixat az A = {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}, B =
{((0,—1), (1,0)} bazis-parban.
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10. Feladat. Tekintsiik az alabbi R3 — R3 leképezéseket:
o (z,y, 2) — 2z, —2,4z) és v (x,y,2) — (y,y,2y) .
(a) Igazolja, hogy ¢ linedris és adjuk meg a képterét.
(b) Adja meg 1 magterét és hatdrozza meg a rangjat.

(c) Hatérozza meg ¢? matrixat az £ = {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)} bazisban.

11. Feladat. Tekintsiik a kovetkezo leképezéseket:

¢:R* — Ry[z], (a,b,¢c,d) +— (b+¢c)+ (a—b+c)x+(d—c)z? + ca®
V:Ry[z] = R, a+ bx + cx? + da® — (2a + b — 3c,a+ b — 2d,2¢ + 3d, c + 3d)

(a) Mutassa meg, hogy ¢ linedris transzformécié és adjuk meg a magterét.
(b) Hatdrozza meg v matrixat az

A={1,z,2% 2%} B=1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0), (1,1,1,1)}

bazisparban. Mennyi a v rangja?
(c) Irja {6l a ¢1p leképezés matrixat a standard bazisban.

12. Feladat. Tekintsiik az alabbi linearis leképezéseket:
§:Ry[x] — R3[z], p—p’ és T: R3[x] — Rylz], p— Tp.

(a) Hatdrozza meg 6 és T magjat, képterét illetve ezen alterek dimenzidit.
(b) Irja fol 6 métrixat a standard bézisokban.
(c) Irja fol 7 matrixat az

A={1,1+2z,1+2%} B={1,1+xz,1+42%1+2%}

bazisokban.
(d) Irja fol 76 métrixat Rs[z] standard bazisaban.
(e) Irja f6l 67 métrixat az {1, z, ;, 3?} bazisban.

13. Feladat. A valds szdmok teste f6l6tti, n-nél (n € N) kisebb foku polinomok (n
dimenzids) vektorterét jelolje R, [z]. Mutassa meg, hogy az a leképezés, amely minden
polinomhoz a derivaltjat rendeli, linearis transzformacio. frjuk fel ennek a transzforma-
cibnak a matrixat az

{1:5:5 ”_1};
( {1,1+«, 1+:1: S14ant
( {1 14z, 1—|—:1:—|—.r ,1+CU+:L‘2—|—-~—|—:U”_1};

o {roye i)

béazisban.
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14. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszoleges n-dimenziés vektortérben az identikus
transzformécié [a zérus transzformdacié] métrixa minden bazisban az n X n-es egység-
matrix [a zérusméatrix].

15. Feladat. Melyek azok a o € Hom V' linedris transzformaciok, amelyeknek barmely
bézisban ugyanaz a métrixa?

16. Feladat. Legyen az U vektortér egy bazisa A = {a1,...,a,}, a V vektortér
egy bazisa B = {by,...,br}. Hogyan valtozik egy ¢:U — V linedris leképezés A, B
béazisokban folirt matrixa, ha
(1) aj-et és ao-t folcseréljiik;
(2) bi-et és ba-t foleseréljiik;
(3) as helyett Aas-at vesziink (A # 0);
(4) bs helyett Abs-at vesziink (A # 0);
(5) as helyett as + Aag-t vesziink;
(6) bs helyett bs + Aba-t vesziink.

17. Feladat. Oldjuk meg a 8. Feladatot tugy, hogy
(1) meghatarozzuk ¢ matrixat a standard bazisokban;
(2) meghatarozzuk az attérés-matrixot a standard bazisokrdl F-re illetve G-re (1d.
13. fejezet)
(3) majd ezek segitségével meghatarozzuk a ¢ méatrixat az F,G bazis-parban.



