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IRODALOM

A fogalmakat, definiciékat illetGen két forrasra tamaszkodhatnak: ezek egyrészt elhang-
zanak az el6adason, masrészt megtaldljak a jegyzetben:

Szab6 Laszlé: Bevezetés a linedris algebrdba, Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

10. fejezet (Linedris leképezések és transzformaciok. Vektorterek izomorfizmusa);

tovabbi ajanlott irodalom:
Freud Robert: Linedris algebra, ELTE Eotvos Kiadd, Budapest, 1996.
5. fejezet (Linedris leképezések)

AJANLOTT FELADATOK

Linearitas.

1. Feladat. Vizsgalja meg, hogy linedrisak-e az alabbi - valés szamtest folotti vektor-
terek kozotti - leképezések:

(a) ¢:R? = R2, (z,y) — (2r +y,y — 31);

(b) p:R* — I%B, (z,y,2z,u) — (x+y,x+ 2,z + u);

(c) ¢:R — R?, z+— (2z, —x);

(d) p:R* =R (z,y) — (z +y,y+ 1,2);

(e) p:R* — R?, (z,9) — (2%,9%);

(f) ¢:R® = R?, (2,y,2) — (v +y+ 2,1);

(g) p:R?2 — R2, (z,y) — (1,-1);

(h) p:R? = R, (z,y) — (0,2 + y, xy);

(i) p:R? - R2, (2,9) — (z,siny);

(§) ¢:R> =R’ (2,y,2) = (v +2y — 2,y + 2,2 +y — 22);
(k) p:R? = R?, (z,y) — (|2, ~y);

(1) @:R™ - R"™, (z1,x2,...,2,) — (0,21,22,... ,Tp_1);
(m) (p:Rn - Rn_l? (x17$27' s 7xn) — (ajth? s 7xn—1);
(n) p:R" = R, (x1,22,...,2,) — x4, (1 €{1,2...,n}, ezek az un. projekciok);

2. Feladat. Igazolja, hogy az aldbbi transzformdaciék minden V' vektortérnek linearis
transzforméciéi (1d. a 10.1 Def. utédni megjegyzést):
(a) ¢:V — V, v 0, ez az un. zérustranszformacio;
(b) p:V — V, v — v, azaz a V identikus transzformaéciéja;
(c) ¢:V =V, v av, tetszOleges rogzitett o skaldrra, (vegyiik észre, hogy az el6z6
két példa ennek specidlis esete!).
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3. Feladat. Mutassa meg, hogy a linearis leképezések megdrzik a linearis kombina-
cidkat, azaz ha U,V a T test folotti vektorterek, és ¢p: U — V egy linedris leképezés,
akkor barmely Aq,... A\, €T és uq,...,u, € U esetén

( i Aiui)w = zi: Ai(uip) .

4. Feladat. Hatéarozza meg az 1. Feladatban szereplo linearis leképezések illetve
transzforméciok magterét és képterét, ezek egy-egy bazisat és dimenzidjat (azaz a
transzformécié defektusat és rangjat).

5. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a sikbeli (origé kezd6ponti) vektorok terében az

alabbi transzformdciok linedrisak és irja ol a ,, képletiiket”, mint R? — R? leképezésnek:
(a) origd koriili « szoggel valé elforgatéds (pozitiv illetve negativ irdnyban);

) tiikkrozés az x tengelyre;

) tikrozés az y tengelyre;

) tiikrozés az y = x egyenesre;

) tiikkrozés az y = —x egyenesre;

f) (*) tiikkrozés az U = (v1,vy) irdnyvektoru egyenesre;

) tiikrozés az origora;

) origén dtmend egyenesre valé merdleges vetités;

) A € R ardnyu, origdkézépponti kézéppontos hasonlésag (centralis nyijtas, ho-

motécia);

6. Feladat. Legyen A € R™™" tetsz6leges nemzérus matrix. Allapitsa meg, hogy az
alabbi leképezések linedaris transzformacidi-e a valds szamtest folotti n x n-es matrixok
vektorterének

(a) 7: X — X A;

(b) 7: X — X + A;

(¢c) X — XA+ AX;
(d) X — XA—-AX;

‘X — XA% - AX?:
‘X — XA%2 + AX.

409 3 33

7. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi leképezések linedris transzformacidi-e a
valés szamok teste f616tti, 100-nal kisebb foki polinomok vektorterének. (Egy altalanos
polinomot p-vel, vagy p(z)-el, az i-edfoku tag egylitthat6jat a;-vel, a f6egyiitthatét a,,-
nel (tehdt a,, # 0, ha p nem a zéruspolinom), a p polinom fokszdamét p*-gal jeldljiik.)

(z) = p(z +1);
x:p(z) — p(x + 1) — p(x);
(z) — xp(z);

x:p — p maradéka x7 4 4x + 1-gyel osztva;

(i) x:pr— an + apn_1z+ -+ agz™.
Ha igen, hatdrozza meg a transzformécié magterét és képterét, és ezek dimenziéjat (azaz
a transzformacié defektusat és rangjat).
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8. Feladat. (Freud R.5.1.6.) Adjon példat olyan leképezésre valamely U és V' (ugyan-
azon T szémtest f6lotti) vektorterek kozott, amely

(a) meg6rzi a skalarral valé szorzést, de az Osszeaddst nem;

(b) megérzi az dsszeadast, de a skaldrral valé szorzast nem;
(c) egyik miiveletet sem 6rzi meg.

9. Feladat. (Freud R. 5.1.9.) Legyenek U és V ugyanazon T szémtest f616tti vektor-
terek és legyen ¢: U — V linedris leképezés. Melyek igazak az aldbbi allitdasok koziil?
(U1, ... ,upm € U):

(a) Ha uy,...,u,, linedrisan fliggetlen, akkor uy, ..., u,1 is linedrisan fiiggetlen.

(b) Ha w1, ..., un,1 linedrisan fiiggetlen, akkor wuq, ... ,u,, is linedrisan fiiggetlen.

(c) Hauy,...,uy, generatorrendszer U-ban, akkor w11, ..., u;,1 generatorrendszer
V-ben.

(d) Ha uq, ... ,u,, generatorrendszer U-ban, akkor w11, ..., u,,1 generdtorrendszer
Im -ben.

(e) Ha uyt, ..., umt generdtorrendszer Im1)-ben, akkor uq, ... , u,, generatorrend-
szer U-ban.

10. Feladat. Legyenek V és U ugyanazon T szamtest folotti vektorterek. Bizonyitsa
be, hogy egy : V — U linearis leképezés pontosan akkor injektiv, ha megorzi a linedris
fliggetlenséget, azaz ha valahanyszor vy, ..., v linearisan fiiggetlen vektorrendszer V-
ben, mindannyiszor v1y, ..., vxp linearisan fliggetlen vektorrendszer U-ban.

11. Feladat. (Freud R. 5.1.10.4-12.) Legyen ¢:V — U linedris leképezés.

(a) Mutassa meg, hogy uy) = vp <= u — v € Ker.
(b) Havy,..., v olyan linedrisan fiiggetlen vektorok V-ben, amelyekre vy¢p = -+ =
v, akkor dim Ker¢y > k — 1.

12. Feladat. Legyen ¢:V — U linearis leképezés. A V tetszéleges X részhalmazanak
(direkt) képét X p.-gal, az U tetsz6leges Y részhalmazanak inverz (vagy ds-)képét pedig
Y p*-gal jeloljik (tehdt Xy, = {zxp |z € X} ésYp* ={v eV | vp € Y}, vegyiik észre,
hogy ezzel a jeloléssel Im p = Vi, és Ker p = {0y }p*.)

Bizonyitsa be, hogy altér linedris leképezés melletti (direkt) képe is altér, valamint altér
linedris leképezés melletti inverz képe is altér.

13. Feladat. Az R* vektortér {(z, —y,0,2z): = € R} alterét jelolje U.
(1) Adjon meg olyan ¢:R* — R* linedris transzforméciét, amelynek magja (mag-
tere) U.
(2) Adjon meg olyan 9¥: R* — R* linedris transzforméciét, amelynek képtere U.

14. Feladat. Legyen U a V véges dimenzids vektortér egy nemtrivialis altere. Bizo-
nyitsa be, hogy V-nek létezik olyan lineéris transzformacidja, amelynek

(a) U a magtere;

(b) U a képtere.

15. Feladat. Mennyi lehet legalabb illetve legfeljebb egy ¢: R? — R linedris leképe-
zés magjanak dimenzidja (azaz ¢ defektusa)? Adjon is meg egy-egy olyan ¢o: R? — R?
illetve ¢1:R? — R linedris leképezést, amelyre ez a dimenzid a lehetd legkisebb, illetve
a legnagyobb.
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16. Feladat. Mennyi lehet legaldbb illetve legfeljebb egy 1: R® — R? linedris leképe-
zés magjanak dimenzidja (azaz ¢ defektusa)? Adjon is meg egy-egy olyan tp: R — R?
illetve 4: R> — R? linedris leképezést, amelyre ez a dimenzié a lehetd legkisebb, illetve
a legnagyobb.

17. Feladat. Van-e olyan ¢ linearis transzforméciét valamely V' vektortéren, amelyre
(1) KerpNImep = 0
(2) KerpnlImo # {0};
(3) Kerg C Im y;
(4) Kerp D Imy;
(5) Kery =Imp.

Ha igen, akkor természetesen adjon is meg egy-egy ilyen leképezést.

18. Feladat. Bizonyitsa be, hogy valamely n dimenziés V' vektortér ¢ lineéris transz-
formacigjara Ker ¢ = Im ¢ pontosan akkor, ha

0#0 de ¢*(=¢p)=0, tovdbba n pirosés dimIme = g .
Homogén linearis egyenletrendszerek.

19. Feladat. Tekintsiik a kdvetkezd R {6l6tti homogén lineéris egyenletrendszert:

$1+IE3+IL‘5:0

.’L’Q+$4:0.

Legyen v = (1,1,1,1,1), v = (1,0,—-2,0,1), w = (0,—1,0,1,0), =z = (1,—2,—-2,2,1)
ésy=1(1,0,-1,0,0) € R>. Az alabbi vektorrendszerek koziil melyik alaprendszere (ill.
fundamentdlis megolddsrendszere) a fenti egyenletrendszernek:

(1) w,v,w;

(2) v,w,z;

(3) w,x,y.

20. Feladat. Oldja meg djra a Fagyejev-Szominszkij-féle példatarbol korabban kijelolt
egyenletrendszerek (1d. a LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK c. feladatsort!) koziil
a homogéneket (403., 408.-410., 412.-413.) és adjon meg mindegyikhez KET lényegesen
(tehat nem csak a vektorok sorrendjében) kiilonb6z6 fundamentalis megolddsrendszert.

Izomorfizmus.

21. Feladat. Adjunk meg egy izomorfizmust a valés szam n-esek R™ vektortere és az
n-nél kisebb foki, valés egyiitthatés polinomok R, [x] vektortere kozott.

22. Feladat. Az alabbi R {6l6tti vektorterek kozott keressiik meg az izomorfakat (a
miiveletek a szokdsosak, a polinomoknél a 0 polinomot mindig beleértjiik):

(a) azon legfeljebb 25-6dfoku valés polinomok halmaza, melyekben minden tag ki-
tevoje primszam;

(b) azon legfeljebb 11-edfoku valds polinomok halmaza, amelyek (mint valés fiigg-
vények) parosak;
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(c) azon legfeljebb 9-edfoku valés polinomok halmaza, amelyeknek az 1 gydke;

(d) azon legfeljebb 15-6dfokt valés polinomok halmaza, amelyek x'0 + 2° + 1-el
oszthatok;

(e) azon 3 x 4-es valés métrixok halmaza, amelyeknek az elsé és utolsé sora mege-
gyezik;

(f) azon 4 x 4-es valés matrixok halmaza, amelyekben a féatlobeli elemek egyenlék,
a mellékatlobeli elemek pedig nullék;

(g) azon 7 x T-es valés métrixok halmaza, amelyekben a f64tlén kiviili elemek egyen-
16k;

(h) azon végtelen valds szdmsorozatok halmaza, amelyekben barmely hét szomszé-
dos tag osszege 0;

(i) R!7 azon elemeinek halmaza, melyekben minden paratlanadik helyen 0 4ll.



