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Elméleti tudnivaldk [10. eloadas 2. része: "Sajatérték, sajatvektor"]

Definicio
Az A (n x n)-es matrixnak sajatértéke a \ valés szam, ha van olyan
v € R", v # 0 vektor, melyre A- v’ = \v7 teljesiil.

Definicio

Az A (n x n)-es matrixnak sajatvektora a v € R"\ {0} vektor, ha van
olyan X valés szam, melyre A- v’ = \v' teljesiil.

A sajatérték és a sajatvektor 6sszetartoz6 fogalmak, mindkettét ugyan-
annak az egyenletnek a segitségével definialjuk (sajatérték-egyenlet).
Azt mondjuk, hogy v a A sajatértékhez tartozé sajatvektor.

(A vT jeldlés arra utal, hogy a v vektort itt oszlopvektorként — azaz,
sorvektor transzponaltjaként — irjuk fel.)
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Elméleti tudnivalok

Az egyenleten egy kis atalakitast végrehajtva (Id. eléadas, 16. dia),
az aldbbi vektoregyenlethez jutunk:

(A—X-Ep)-vi =0T,
ami egy n ismeretlenes linearis egyenletrendszernek felel meg (az

ismeretlenek a v vektor koordinatai).

A fenti definicibkban a )\ sajatérték és a v sajatvektor kodlcso-
nds letezését teteleztik fel, ez pedig az adott egyenletrendszer
tekintetében a megoldas létezését jelenti (mégpedig nemtrivialis
megoldasét, azaz, ahol a v vektor nem nulla).
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Elméleti tudnivalok

llyen megoldas pontosan akkor létezik, ha az egyenletrendszer
egyltthat6-matrixanak determinansa nulla:

(v.6. az eldadas idevagbé tételével).

A determinans kifejtése a A\ ismeretlen n-edfoku polinomjat szolgal-
tatja (ezt nevezzik az A matrix karakterisztikus polinomjanak); a
sajatértékek tehat ennek a polinomnak a gyokei.

A sajatértékek meghatarozasa igy ennek a polinomegyenletnek a
megoldasat jelenti.
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6.2(d) feladat

Hatérozzuk meg az alabbi matrix sajatértékeit:

3 1 -5
0 3 -5 |.
01 -2

A megoldas elso lépéseként felirjuk a karakterisztikus polinomot:
3 1 -5 A 00
03 5|-102X0D0 =
01 -2 0 0 X
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3-X 1 -5
0 3-x -5
0 1 —2-A

9




6.2(d) Feladat

ahol kifejtjik a determinanst (az elsd oszlop szerint):

3—-x 1 -5
0 3-x -5

:(3—)\)-‘ S;A
0 1 —2-2

-5 |
—2-X|

= (B-N[B-AN(-2-X2)—(-5)]=B-A)(-6—-3\+2\+ )2 +5)=
= (B3NN -X-1).

A polinomegyenletiink tehat a kdvetkezo:

B-MNAX2-x-1)=0.
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6.2(d) Feladat

Az egyenlet bal oldalan egy szorzat all, amelybdl az els6 zaréjeles
kifejezést nullava téve kapjuk, hogy

A =3

A masodik zaréjel egy masodfoku egyenletet szolgaltat:
N —x-1=0,

amelyre a megolddéképletet alkalmazva:

)

Aoz = 5
kapjuk, hogy
Ao = 1 +2\/5 és A3 = ! _2\/5
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6.2(e) Feladat

Hatérozzuk meg az alabbi matrix sajatértékeit:

1 -4 -5
1 -6 -9 |.
1 4 7

A megoldas menete itt is ugyanaz, mint az eldbb.
A karakterisztikus polinom:

1-A -4 -5

1 —6-\ -9
1 4 7-2
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6.2(e) Feladat

A determinans kifejtése az elsd oszlop szerint:

—-6-)\ -9 -4 -5
“‘A)" 4 7—A‘_(_1)"4 7-\

et S
+ =

—6-X —9

=1 —=X)[(-6—X)(7—X\)+36]+[—4(7 —\) +20] +[36 — 5(6 + \)] =

= (1= \)(—42+6) — 7\ + A2 + 36) + (—28 + 4\ + 20)+
+(36 —30 - 5)\) =

=(1 =AM\ —-X—6)+(4\—8)+(-51+6) =

=X A-6-X 4N 4BA-A-2=

= - A3 4+2)244)\-8.
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6.2(e) Feladat

A polinomegyenletiink ezuttal egy harmadfoku egyenlet:
M _2)_4x+8=0.

A gyanutlan feladatmegoldét ez meghdkkentheti, azonban ha kelléen
elszantak vagyunk, és alaposan szemugyre vesszik az egyenletet,
észrevehetjik, hogy ez az egyenlet specialis alaku.

Ehhez nézzik meg kilén-kildn a baloldalt allé négytagu 6sszeg elsd
és masodik két tagjat:

(A3 —2)2) 4 (—4) + 8).
Maris feltlinik, hogy mindkét zarojeles kifejezés szorzatta alakithaté:

MB(A—2)—4(A-2).
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6.2(e) Feladat

A kdzbs tényezd kiemelésével polinomegyenletliink bal oldalat most
mar kénnyUszerrel szorzatté alakithatjuk:

(N2 —4)(A—2)=0.
Ebbdl pedig kapjuk, hogy

)\172 =42, és A3 = 2.

(A karakterisztikus polinomnak tehat +2 a kétszeres gyobke.)
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