Az 5.4-es feladat megoldasa [c), e), h)]

A feladat megoldasahoz a kdvetkez§ tételre lesz sziikségiink:

Tétel (Lin. fiiggetlenség, generatorr., bazis, rang)

Legyen V' n-dimenzids vektortér és vy, ..., vx € V vektorrendszer, melynek
rangja r. Ekkor a kbvetkez6k érvényesek:

o r<n,k;
@ a vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha r = k;

@ a vektorrendszer pontosan akkor generatorrendszere V/-nek, ha r = n;

@ a vektorrendszer pontosan akkor bazisa V-nek, ha r = k = n.
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Az 5.4-es c) feladat megoldasa (Gauss)

5.4-es feladat

Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat, és dontsiik el, hogy
linearisan fiiggetlenek, generatorrendszerek, illetve bazisok-e az R*
vektortérben. c) (1,1, 2, 1),(1, 0, 1, 2),(-1, 2,-3, 1);

El6szor Gauss-eliminaciéval szamolunk: a vektorokat berakjuk egy matrix
soraiba, és azon Gauss-eliminalunk.

1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
1 o 1 2|~|0 1 -1 1]~1(0 1 -1 1
-1 2 =31 0 1 -1 0 0 0 1

Eljutottunk a lépcsés alakhoz, a rang a megmaradt vektorok (azaz a matrix
“nem csupa-0" sorainak) szama, tehat 3.
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Az 5.4-es c) feladat megoldasa (Gauss)

Ekkor hasznaljuk az els§ dian lévd tételt. Harom vektorunk van, tehat

k = 3. A vektoraink egy 4-dimenziés vektortér elemei (ez legkdnnyebben a
vektorok hosszabdl latszik), tehat n = 4. Az elébb kiszamoltuk a rangot:
r = 3; ezek utan a tétel azt mondja, hogy

(a rang maximum 4 )
a vektorrendszer lineérisan fiiggetlen, hiszen r =3 =3 = k;

a vektorrendszer nem generatorrendszer hiszen r = 3 # 4 = n;

a vektorrendszer nem bazis, hiszen r = 3 # 4 = n (avagy mert nem
generatorrendszer);
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Az 5.4-es c) feladat megoldasa (EBT)

5.4-es feladat
o) (1.-1, 2, 1).,(1, 0, 1, 2),(-1, 2,3, 1);

Most elemi bazistranszformaciéval szamolunk: a vektorokat berakjuk egy
matrix oszlopaiba, és azon EBT-t hajtunk végre, most nem csak a bevitt
“a"-k oszlopat hagyjuk el, hanem a sorat is.

0. ‘ ai an 2k}

1.
e | I* 1 -1 i’i ? 2 a3,
-1 0 2 21 T a0 ﬁ
3 - - *
e3 | 2 ; -3 e 1 9 eq | 1

€4 1 1

Nem tudunk tovabbi generaléelemet valasztani, a rang azon vektorok
szama, amiket sikeriilt bevinniink elére, azaz 3. (Avagy az utolsé tablazat
szama, ha 0-val kezdjiik az elején.)
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Az 5.4-es c) feladat megoldasa (EBT)

Ezutan megint hasznéljuk az elsé dian talalhaté tételt, és innentdl fogva
ugyan az a megoldas, mint ami a 3. dian talalhaté. (Lineérisan fiiggetlen,
nem generatorrendszer, nem bazis.)
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Az 5.4-es e) feladat megoldasa (Gauss)

5.4-es feladat

Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat, és dontsiik el, hogy
linearisan fiiggetlenek, generatorrendszerek, illetve bazisok-e az R*
vektortérben. e) (1, 1,-1, 2),(1, 1, 0, 1),(1, 2,-1, 2),(1, 0, 1, 0),(1, 2, 3, 4);

Gauss-eliminacidval (a kiindulasi matrix sorai a vektoraink):

11 -1 2 1 1 -1 2 11 -1 2
11 0 1 0 0 1 -1 00 1 -1
12 -1 2|~1]0 1 0 0]~101 0 0]~
10 1 0 0 -1 2 =2 00 2 =2
1 2 3 4 0 1 4 2 00 4 2
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Az 5.4-es e) feladat megoldasa (Gauss)

11 -1 2 11 -1 2
00 1 -1 01 0 O
~]l01 0 O0O)]~)00 1 -1
00 0 O 00 0 6
00 0 6 00 0 O

Eljutottunk a lépcsés alakhoz, a rang a megmaradt vektorok (azaz a matrix
“nem csupa-0" sorainak) szama, tehat 4.
Ekkor megint hasznaljuk az elsé dian lévs tételt. Most k =5,n =4 és
r = 4. Ezek utan a tétel azt mondja, hogy
@ a vektorrendszer nem linearisan fiiggetlen, hiszen r =4 £ 5 = k;
@ a vektorrendszer generatorrendszer hiszen r = 4 =4 = p;

@ a vektorrendszer nem bazis, hiszen r = 4 # 5 = n (avagy mert
linearisan fliggd);
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Az 5.4-es e) feladat megoldasa (EBT)

5.4-es feladat
(e) (1, 1,-1,2),(1, 1,0, 1),(1, 2, -1, 2),(1, 0, 1, 0),(1, 2, 3, 4);

EBT-vel, a matrix oszlopai a vektoraink.

0. ‘ ai an as d4 as 1 ‘ a 2 a a5
e | 1 1 1 1 1 -
& 0 1 -1 1
e 1 1 0 2
€3 1 0 2 4
es| -1 0 -1 1 3 o 1 0 -2 9
| 2 1 2 0 4 *
2. ‘ a az as
3 d4q as
* 4
e3 | 1 2 4 a0 6 E

e | -1 -2 2
Nem tudunk tovabbi generaléelemet valasztani, a rang azon vektorok
szama, amiket sikeriilt bevinniink elére, azaz 4. (Avagy az utolsé tablazat
szama, ha 0-val kezdjiik az elején.)
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Az 5.4-es e) feladat megoldasa (EBT)

Ezutan megint hasznéljuk az elsé dian talalhaté tételt, és innentdl fogva
ugyan az a megoldas, mint ami a 7. dian talalhaté. (Lineérisan fliggs,
generatorrendszer, nem bazis.)
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Az 5.4-es h) feladat megoldasa (csak EBT)

5.4-es feladat
h) (5,-2,-8, 4), (3, 1, 1,-2), (6, 1,-1,-4), (3, 3, 7, 1)

EBT-vel, a matrix oszlopai a vektoraink.

.| a a a3 a
0 ‘ ! 2 3 4 1. ‘ ai as as
e 5 3 6 3
4 e | 11 3 -6
| -2 1* 1 3 .
e | —6 —2 4
o8 1 -1 7 T/ T0 7
e | 4 -2 —4 1 4

Nem tudunk tovabbi generaléelemet valasztani, tehat ezen vektorrendszer
rangja 4.
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Az 5.4-es h) feladat megoldasa (csak EBT)

Most k = 4,n =4 és r = 4. Ezek utan a tétel szerint
@ a vektorrendszer lineérisan fliggetlen, hiszen r =4 =4 = k;
@ a vektorrendszer generatorrendszer hiszen r =4 =4 = p;

e a vektorrendszer bazis, hiszen r = k = n = 4 (avagy mert linearisan
fliggetlen és generatorrendszer);
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