Kooperativ jaték magja — bizonyitas

Definicié: Az (N, v) n-személyes kooperativ jaték esetén elosztdson egy olyan n-
komponenst z = (z1,x9,...,2,) € R™ vektort értiink (x; az i. jatékos ,része”),
ami teljesiti a kdvetkezs feltételeket:

(1) = > o({i});
(2) Xz @i = v(N).

Definicié: Egy (N,v) n-személyes kooperativ jaték magja azon x = (1 ...,2,) €
R™ elosztasokbdl all, amelyeket egyetlen elosztas sem dominal. Jelolés: C(v)

Definicié: Az (N, v) kooperativ jaték v karakterisztikus fliggvényét szuperadditiv-
nak nevezziik, ha tetszéleges S, T C N, SNT = () esetén, v(SUT) > v(S) + v(T).

Tétel: Ha egy (N,v) n-személyes kooperativ jaték v karakterisztikus fiiggvénye
szuperadditiv, akkor a mag megadhat6 a kévetkezé modon:

Cv) = {(ml,xg, ey X)) le =ov(N) és le > v(S) barmely S C N—re}.
i=1

=
Bizonyitas:
1. rész: A megadott halmaz elemei a magban vannak.
Legyen © = (x1,%2,...,2,) egy olyan elosztas, melyre teljesiilnek a tételben sze-

replé feltételek. Indirekten tegyiik fel, hogy létezik y € A(v) és ) # S C N, hogy
Yy =g x, azaz x nem eleme a magnak. Ekkor a dominalas definicidja miatt y; > z;
minden i € S esetén, és Y. gy < v(S). Ezek segitségével jutunk el a kivetkezd

elletmondashoz:

Zyi <w(S) < sz < Zyz
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2. rész: A mag Osszes elemét tartalmazza a megadott halmaz.
Ugy bizonyitjuk, hogy belatjuk, ha egy 2 elosztas nincs a halmazban, akkor azt
dominéalja egy y elosztas. Vegyiink egy olyan 2 € A(v) vektort és egy ) # S C N
koaliciot, melyre ), g x; < v(S). Keresiink egy y € A(v) elosztast és egy () #
T C N koaliciot, amelyre y >~ . Az el6z6ek miatt v(S) = >, gx; + €, ahol
e > 0. Az y-t ugy allitjuk els, hogy e-t felosztjuk az S koalicio tagjai kozott, azaz
yi = T; + \%I’ hai € S. Hai ¢ S akkor y; := v({i}) + &;, ahol §; > 0. Igy
minden ¢ € N esetén teljesiil az elosztas definiciéjaban szerepls (1) egyenlétlenség.
Az elosztas definicidjaban szerepls (2) egyenldségnek is teljesiilnie kell, tehat

o(N) =D yi=Y wi+e+y v({i)+> d
ieN = i¢S igS
Tudjuk, hogy v(S) = >,cq i + €, ezért a kovetkez6t kapjuk atrendezés utan:
(1) D 6i=0(N) —o(S) = Y v({i}).
i¢s i¢s
A (1) egyenlGség jobb oldala legyen ¢, és definialjuk d;-ket a kévetkezs formulaval:
d; = d/(n —1|S|). Ha § > 0, akkor y elosztas. A v karakterisztikus fiiggvény
szuperadditiv tulajdonsagat hasznaljuk fel a § nemnegativitasidhoz, tehat
§=v(N) —v(S) = > v({i}) = v(N) = v(S) = 0o(N\ §) > v(N) = v(N) = 0.
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