Minimax tétel

Legyen A egy m X n-es matrixjaték kifizetési matrixa, és

v; = max min XAY, vy = min max XAY,
XeSi1YeS> YeS: XeS,

a jaték also és fels6 értéke, ahol S; az elsd, Sy a mésodik jatékos stratégidinak
halmaza.

Tétel: (Minimax tétel) Az A kifizetési matrixszal rendelkezé m x n-es matrixjaték
esetén v; = vy teljestil.

Tétel: Az A kifizetési matrixszal rendelkezé m x n-es matrixjatéknak akkor és
csakis akkor van egyenstlyi helyzete, ha a jatéknak 1étezik a vy als6 értéke és a vq
felss értéke, és a kettd egyenld.
Bizonyitas: Sziikségesség. Nyilvanvalo, hogy maéatrixjatékokra mind a jaték alsod
értéke, mind a fels6 értéke létezik.

Elgszor belatjuk, hogy v; < ve. A minimum definicioja alapjan barmely X € S;-
re és Y € Sy-re teljesiil, hogy

min XAY < XAY.
YESs

Vegyiik mindkét oldalon az Gsszes X € Si-re nézve a maximumot:

max min XAY < max XAY.
X€eS; YeESs Xes

Ez az egyenlGtlenség barmely Y € Ss-re teljesiil, igy

v; = max min XAY < min max XAY = vs.
XeS1YeSy YeS, Xes,

(Megj.: Eddig nem hasznaltuk, hogy van egyensulyi helyzet.)

Igazoljuk, hogy vo < wvy. Tegyiik fel, hogy X* € 51 és Y* € S5 egyensilyi
helyzete az A m X n-es matrixhoz tartozo matrixjatéknak. Az egyensulyi helyzet
definicioja alapjan

XAY" < XTAY*" < X*AY (1)
fennall minden X € Si-re és minden Y € Sy-re. Az (1) egyenl6tlenség baloldali
részébdl kapjuk a kovetkezs egyenlGtlenséget:

max XAY* < X*AY'™*;
XeSy

majd a kdvetkezst:

min max XAY < max XAY* < X*AY™. (2)
YeS: XeS Xes

Hasonloéan az (1) jobboldali egyenlétlenségébdl kiindulva az elézével analog egyen-
l6tlenséghez jutunk:

X*AY* < min X*AY < max min X AY. (3)

YeSs XeS1YeS,
A (2) és (3) alapjan kapjuk, hogy

min max XAY < max min X AY,
YeS, XeSy XeS,YeS,

azaz v < v1. Korabban lattuk, hogy v < vg, ezért v; = vy, azaz

max min XAY = min max X AY,
XeS1YeS, YeS: XeSs,
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és igy a sziikségesség bizonyitva van.

Elegenddség. Tegyiik fel, hogy v1 = vo, azt szeretnénk belatni, hogy a jatéknak van
egyestlyi helyzete. Valasszuk X* € Si-et és Y™ € S5-t a kovetkezSképp:

max min XAY = min X*AY, (4)
XES1 YGSQ YGSQ
min max XAY = max XAY™. (5)
YeSs XeSt Xes
A minimum és a maximum definiciojabol kévetkezik:
min X*AY < X*AY™, (6)
Y €S2
X"AY* < max XAY™. (7)
XeS

Mivel a feltétel miatt a (4) és (5) baloldala egyenls, ezért (4), (5), (6), (7) bal- és
jobboldala mind egyenld, tehét

max XAY* = X*AY™*

XeSs:
teljesiil. Igy
XAY* < X*AY™ (8)
fennall minden X € S;-re. Hasonldan
X*AY* < X*AY 9)

érvényes minden Y € So-re. A (8) és (9) alapjan X*, Y™ egyensulyi helyzete az A
kifizetési matrixszal rendelkez6 méatrixjatéknak.
|

Kovetkezmény: Barmely m X n-es matrixjatéknak létezik egyensulyi helyzete.



