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1. KOMBINATORIKAI ALAPFELADATOK

A kombinatorikai alapfeladatok lényege az, hogy bizonyos elemeket sorba rendeziink, vagy néhany-
at kivalasztunk belsliik, és esetleg utana rendezziik sorba. Minden ilyen feladatnal fel lehet tenni a
kovetkezs kérdéseket.

e Sorba kell-e rendezni az Osszes elemet? (Permutacio.)

e Ki kell-e valasztani koziiliik valamennyit? (Variacio vagy kombinécio.)

e Az elemek kiilonbozsek, vagy azonosak is vannak kozottiik? (Ismétlés nélkiili vagy ismétlés-
es.)

e A kivalasztas utan szamit a sorrend vagy nem? (Variacié vagy kombinacio.)

A kovetkezdkben a fenti felsoroléds zardjelben 1év6 fogalmait fogjuk pontosan definialni.
1.1. Variacié

1. Definici6é. Egy n elemii halmaz elemeibdl képezhets k-tagu ismétlgdést megengedd sorozatot az

2. Példa. A H = {1,2,3,7,8,10} halmaznak az 1,8, 7, 1, 10 sorozat egy 5-tagti ismétléses variacioja.

3. Megjegyzés. Az n elem k-tagi ismétléses variaciojat egy k-elemi halmaznak egy n-elemt hal-
mazba vald leképezésének is tekinthetjiikk. Az el6z8 példanal k = 5, tehat az ay, ..., as elemekhez
hozzarendeljiik a H elemeit gy, hogy leképezést (¢) kapjunk, azaz minden elemnek pontosan egy
képe van: a1 =1, agp =8, azp =7, agp = 1, asp = 10.

4. Definicié. Egy n elemii halmaz elemibdl képezhets k-tagt ismétlés nélkiili sorozatot az n elem
k-tagi ismétlés nélkiili varidcidjanak nevezziik. Ilyen csak akkor létezik, ha k < n.

5. Példa. A H = {1,2,3,7,8,10} halmaznak a 3,10,7,1,2 sorozat egy 5-tagu ismétlés nélkiili
variacidja.

6. Megjegyzés. Az n elem k-tagi ismétlés nélkiili variaciojat egy k-elemi halmaznak egy n-elemi
halmazba val6 injektiv leképezésének is tekinthetjiik. Az el6z6 példanal k = 5, tehat az aq,..., a5
elemekhez hozzarendeljiik a H elemeit ugy, hogy injektiv leképezést (1) kapjunk, azaz minden elem-
nek pontosan egy képe van, és kiilonb6z6 elemeknek kiilonb6z6 a képe: a1y = 3, astp = 10, agyp =7,
a4¢ = 17 a5¢ =2

.....

nak. Azaz n kiilonb6z6 elembdl kivalasztva k darabot, majd ezeket sorba rendezve hany kiilonb6zd
sorozatot kaphatunk. Erre ad valaszt a kovetkezs két tétel.

7. Tétel. Legyen n, k € N. Ekkor n elem k-tagt ismétléses varidcidinak szama n”.

8. Tétel. Legyen n,k € N és k < n. Ekkor n elem k-tagi ismétlés nélkiili varidcidinak szama

n~(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1):(n:‘i!k)!.

9. Példa. Hanyféleképpen tolthetiink ki egy totoszelvényt? (A magyar totén 14 meccs végered-
ményére lehet fogadni, és mindegyik meccs kimenetele haromféle lehet: 1, 0 vagy z.) A {0,1,x}
halmaz elemeibdl kell képezniink egy 13 4+ 1 hosszt sorozatot. Nyilvan két meccs eredménye lehet
ugyanaz is, ezért ismétléses variaciot kapunk. Mivel n = 3 és k = 14, igy 3'4-féleképpen tolthetiink
ki egy totoszelvényt.

10. Példa. Egy tandcsban 10 ember {il, és ki akarjak maguk kozott sorsolni, hogy ki legyen az
igazgatd és az igazgaté helyettese. Hanyféleképpen végz&dhet a sorsoléds? Ismétlés nélkiili variaciorol
van sz6 n = 10 és k = 2 paraméterekkel. (A sorrend valoban szamit a kisorsoltak kozott, mert nem



mindegy, ki lesz az igazgatd, és ki lesz a helyettese.) Tehét a sorsolas 10 - 9, azaz 90-féleképpen
végzGdhet.

11. Példa. Hany kiilonbozé négybettis sz6 képezhets a ,SAJTO” sz6 bettibsl? Az 5 kiilonbozé
bett koziil kell kivalasztani 4-et (a feladat nem mondja, hogy nem ismétlédhetnek), és ezeket kell
sorbarendezni, tehat ismétléses variaciot kell alkalmazni n = 5 és k = 4 paraméterekkel, igy 5% sz6
képezhetd.

12. Példa. Egy kerékparlakaton egy 4 szamjegybdl allé kombinacié nyitja és zarja a zarszerke-
zetet. Elfelejtettiik ezt a kombinaciot. Legrosszabb esetben hany kombinacidt kell végigprobalni?
Ismétléses variaci6 n = 10 és k = 4 paraméterekkel, mivel a 10 kiilénb6z6 szamjegybdl kell 4-et
kivélasztani, és azokbol sorozatot képezni. (A lakat az ismétléds szamjegyeket nem tiltja.) Igy 10
kombinacié lehetséges.

13. Példa. Egy bajnoksigon 8 csapat indult. Hanyféle sorrend alakulhat ki a dobogon, ha sehol
sem lehet holtverseny, és minden csapat csak egy darab helyezést érhet el. Ismétlés nélkiili variaciot
kell alkalmazni, mert a 8 csapatbdl kell kivalasztani 3-at, ket sorba rendezni, mert a dobogdn szamit
a sorrend, és az ismétlést a feladat szovege tiltja. Osszesen 8 - 7 - 6 sorrend lehetséges.

1.2. Permutacio

14. Definicié. Adott n kiillonb6z6 elem esetén azoknak egy sorba rendezését az n elem (ismétlés
nélkili) permutaciojanak nevezziik.

15. Példa. A H = {1,2,3,7,8,10} halmaznak a 8,1,2,7,10, 3 sorozat egy permutacioja.

16. Megjegyzés. Kozépiskoldban altalaban a permutacidkat elkiilonitve tanitjdk a varidcioktol,
pedig észre kell venniink, hogy az ismétlés nélkiili permutécié egy olyan variacio, ahol egy n elemt
halmazbol n elemet valasztunk ki, és ezeket rakjuk sorba. Tehét olyan, mint az ismétlés nélkili
varidcié k = n paraméterekkel.

A permutécidoknak is létezik ismétléses véltozata, azonban ennek definidldsédhoz vissza kell em-
lékezniink a rendszer fogalmara. A rendszer a halmazhoz hasonlé fogalom, annyi a kiilonbség, hogy
a rendszerben egy elemet tObbszor is felsorolhatunk. Példaul az 1,1,3,4,6,6,7 egy 7-elemi rend-
szer. A rendszerek elemeit szdndékosan nem tessziik kapcsos zérojelbe, mert azt halmazok esetén
hasznaljuk, és a rendszer nem halmaz.

17. Definicié. Egy n elemi rendszer elemeinek sorozatba rendezését az n elem ismétléses permutéa-
civjanak nevezzik.

18. Példa. A 3,3,4,4,4,5,5 rendszernek a 4,3,5,4,5, 3,4 sorozat egy ismétléses permutécioja.

19. Tétel. Legyen n € Ny. Ekkor n elem ismétlés nélkiili permutécidinak széma n - (n — 1) - (n —
2)-...-2-1=n! megallapodas szerint 0! = 1! = 1.

20. Tétel. Tekintsiink egy n elemt rendszert, melyben r kiillénb6z6 elem van, és minden kiilonb6z6
elembdl ki, ko,..., k. darab van a rendszerben. Tehat n = ki + ko + ... + k.. Ekkor az n elem
ismétléses permutéicidinak szdma |
n!
kyleo ook
A k; szamokat az i-edik elem multiplicitdsanak nevezziik, ez mutatja, hogy az i-edik elemnek hany
példanya van a rendszerben.

21. Példa. Hanyféleképpen tudunk 6 kiillonb6z6 konyvet sorba rendezni a konyvespolcon? A valasz
6! = 720.

22. Példa. Hany kiilonb6z6 5-bettis sz6 készithet§ az ,ABLAK” sz6 betiiib6l, mindegyiket fel-
hasznélva? Azaz 5 elemet kell sorba rendezni, 4&m az elemek kozott vannak egyformak. FEkkor
ismétléses permutaciot hasznalunk, a valasz g—: =5-4-3=060.
23. Példa. Hanyféleképpen lehet egy 52 lapos poker-paklit megkeverni? A vélasz 52!, ami egy 68
jegyl szam.
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24. Példa. Hanyféle kiillonbozé sorrendje van a ,MATEMATIKA” sz6 bettiinek? Azaz 10 elemet kell
sorba rendezni, am az elemek kozott vannak egyformak. Ekkor ismétléses permutaciot hasznalunk,
a valasz 5ot = 151200.

25. Példa. Hany 10 jegyd szam készithet§ 6 darab kettes, 2 darab hetes és 2 darab hatos szamje-
gybdl, ha mindegyiket fel akarjuk hasznalni? Ismétléses permutaciordl van széd, ahol a rendszer 10
elemt, azaz n = 10. Tovabba harom darab kiilonb6zé elem van a rendszerben: 2,7,6. Az ezekhez
tartoz6 multiplicitasok: ke = 6, ky = 2 és kg = 2. Tehat a valasz a kérdésre: ﬁ%

1.3. Kombinacio

26. Definicié. Egy n-elemi halmaz k-elemi részhalmazait az n elem k-taga ismétlés nélkiili kom-
binédcidinak nevezziik.

27. Példa. A H ={1,2,3,7,8,10} halmaznak a {2,7,8} halmaz egy 3-tagti kombinacioja.

Vegyiik észre, hogy egy n-elemi halmaz k-elemii részhalmazanak megadésa azt jelenti, hogy n
elembdl kivalasztunk k darabot, mivel részhalmazrol van szo, ezen kivalasztasnél az elemek sorrendje
nem szamfit.

28. Definicié. Egy n elemi halmaz k elemi részrendszereit az n elem k-tagu ismétléses kombiné-
civinak nevezziik.

29. Példa. A H = {1,2,3,7,8,10} halmaznak a 3,7,3,1,10,1,3 rendszer egy 7-tagi ismétléses
kombinacioja.

30. Megjegyzés. Az el6zd definicidban a részrendszer képzése azt jelenti, hogy egy elemet t6bbszor
is kivalaszthatunk a halmazbo6l. Az elemek sorrendje most sem szamit, mivel a rendszerben nem
szamit az elemek sorrendje.

31. Tétel. Legyen n,k € N és k < n. Ekkor n elem k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinacidinak

szama (n>:k'( ! n-n-1)-...-(n-k+1)

k I(n— k) ke...-2-1

32. Definicid. Az el6zb tételben szerepls (Z) kifejezést binomialis egytlitthatonak nevezziik.

33. Tétel. Legyen n, k € N, ekkor n elem k-adosztalyt ismétléses kombinaciéinak szama

1)

34. Példa. Hanyféleképpen tudjuk kitolteni az 6toslottot? (Magyarorszagon 90 szambol 5-6t kell
megtippelni.) Mivel a sorsolas utan a megjelolt szamok sorrendje teljesen irrelevéans, igy a 90 szambol
5 darab kivalasztasanal a sorrend nem szamit. Tehéat ( ) féleképpen tolthets ki egy 6toslottoszelvény.

35. Példa. Hanyféleképpen oszthatd szét 100000 forintnyi jutalom 3 dolgozé kozdtt, ha mindenki
csak 10000-rel oszthato Osszeget kaphat? (Természetesen az is megengedett, hogy valaki nem kap
semmit.) Ismétléses kombinéaciorol van szo, mert minden tizezresre ki kell valasztani egy embert a
harom koziil. Tehét 3-bol valasztunk 10 helyre, és egy-egy embert nyilvan tobb tizezreshez is ki lehet

valasztanunk, igy a megoldés (3+18 1) (10)

36. Példa. Hany olyan dominé van, amelynek mindkét felén a pontok szama 0-tol 6-ig terjed? Igy
7 elembdl kell kivalasztani 2-t, de egy elemet mindkét oldalra is kivalaszthatunk, azaz ismétléses
kombinaciot kell hasznélni. Igy (7+2 1) = (g) = 28 domin6 van, ami a feladat feltételének eleget

tesz.



2. BINOMIALIS TETEL

Emlékezziink vissza a kozépiskolaban is tanult

(a+b)? = a®>+2ab+b* és
(a+b)?® = a®+3a%+ 3ab® +b°

azonossagokra. Mint ahogy az a kdvetkez6 tételbdl lathato lesz, ez a 2-es és 3-as kitevs altalanosithato
tetsz6leges természetes kitevire.

37. Tétel (Binomialis tétel). Ha n € N, tovabba a és b valos szamok, akkor

n __ n n n n—1 n n—232 n n—1 n n
(a+0) —(O>a —|—<1)a b+<2>a b +...—|—<n_1>ab +<n>b,

vagy rovidebben

n
n
b)Y = n_kbk.
@+ =3 ( k)
k=0

Azért, hogy lassuk, a binomialis tétel hogyan kapcsolodik a kombinatorikai probléméakhoz, vizs-
galjuk meg a jobboldali 6sszegben fellépd altaldnos (Z) a" bk tagot. Képzeljiik el, hogy az n darab
(a + b) tényezot elkezdjiik Osszeszorozni egymaéssal. Azokat a tagokat szamoljuk, ahol k darab b-t,
és n — k darab a-t szorzunk Ossze. Héanyféleképpen tehettiik ezt meg? Pontosan annyiféleképpen,
ahanyféleképpen az n darab (a+b) tényezébdl ki tudjuk valasztani az k darab b-t. Ez pedig pontosan
n
(2).

A binomialis egyiitthatokbol felépitheté Pascal-haromszoghdl azonnal latszodnak a binomidlis
egyiitthatok legfontosabb tulajdonsagai. Az alabbi dbran lathato a Pascal-hdromszog elsé néhany

sora, melyben az (}}) értékek vannak feltiintetve.

n=0,k=0 1(8)1 1
n=1, k=0,1 2(0)2(1)2 11
n=2 k=012 (0).(0).() L 21
n=3, k=0,1,2,3 BRSRGRE 1 3 3 1

) 1,2, o) (1) () (5)
n=d4 k=01234 (5). (0. (. ) L4641
n=h E=0L2345  (GOEEEE 1005

A binomialis egyiitthato és a Pascal-haromszog legfontosabb tulajdonsagait az alabbi tétel foglalja
0ssze.

38. Tétel. Legyen k,n € Ny és k < n. Ekkor érvényesek az alabbi Gsszefiiggések.

(1) (5) = () = 1. (A haromszdg két oldalén 1-esek allnak.)

2) (%) = (") (A héromszog tengelyesen szimmetrikus. )

(3) Ha 0 < k < n, akkor (}) = (Zj) + (”;1) (A haromszogben barmelyik elem a felette 1évé
két elem Gsszege, feltéve, hogy van felette két elem.)

(4) Barmely n € No-ra Y_p_, (7) = 2". (A Pascal-hdromszogben az k-adik sor dsszege 2¥71.)

Természetesen adédik a kérdés, hogy a kitevd altalanositasa utéan, tudjuk-e tovabb altalanositani
a problémat, mondjuk a valtozok szamat tekintve. A valaszt az aldbbi tétel adja meg.

39. Tétel (Polinomialis tétel). Ha n € N, tovabba ay, ..., a valés szamok, akkor
n Z n! i1 io ix
((ll—i-...-'-(lk) = ,'7,'~a1-a2-...-ak.
. - (2RI
i1,.-,0 ENg
11+...Fig=n



3. SZITAFORMULA
Konnyen megfigyelhet§ a halmazokra vonatkozé alabbi allitas.
40. Tétel. Ha A, B véges halmazok, akkor |AU B| = |A| + |B| — |AN B|.

A fenti allitds szemléletesen konnyen igazolhatd, ugyanis az A U B halmazban azok az elemek
vannak, amelyek legalabb az egyikben benne vannak. Igy megszamoljuk azokat, amelyek benne
vannak A-ban, illetve kiilon, amik benne vannak B-ben, de mivel a metszetiiket kétszer szamoltuk,
igy a metszet elemszamat egyszer le kell vonni, hogy minden elemet csak egyszer szamoljunk.

Természetesen a fenti allitas kiterjeszthets tobb halmazra is.

41. Tétel. Legyenek Aq,... A, véges halmazok. Ekkor

n

[ALU. U4, =D (-1 > |Ag, N NA
r=1 {i1,...ir }C{1,...,n}
ir,.oir t=r
A fenti tétel els6 ranézésre egyaltalan nem tiinik kényelmesnek. Segithet, ha megértjiik, mi torténik

a képletben. Van n darab véges halmazunk, és keressiik az unidjuk elemszaméat. Az r = 1 esetén
osszeadjuk a halmazok elemszamat. Igy néhany elemet kétszer szamoltunk ezért le kell vonnunk
beléle bizonyos elemszamokat, példaul r = 2 esetén a ,kett6s metszetek” elemszdmét. Ezutan hoz-
zdadjuk a ,hérmas metszetek” elemszamat, levonjuk a ,négyes metszetek” elemszamat, és ezt foly-
tatjuk, mig el nem jutunk az r = n esethez, ami az Gsszes halmaznak a metszete. A fenti tétel
kovetkezménye a szitaformula.

42. Tétel (Szitaformula). Legyenek Aj,... A, halmazok a véges U univerzum részhalmazai.
Ekkor

AT U UA = U+ ) (-1) > 1Ay NN Ay
U1 yeenylp g | =T

A szitaformula a. Tétel egyenes kovetkezménye, ugyanis ‘Al Uu...u An‘ =|U|-|A1U...UA,|.

43. Példa. A Szegedi Tudomanyegyetem matematika tanszékcsoportja 100 matematika, 200 bi-
ologia és 400 informatika szakos hallgatot oktat. Akik egyszerre matematika és biologia szakosak,
azoknak a szdma 12, a matematika és informatika szakosoké 44, illetve a biolégia-informatika szakos
hallgatok szama 6. Négy {6 végzi egyszerre mind a harom szakot. Hany hallgatot oktat a matematika
tanszékcsoport?

Jelolje I, B, M rendre az informatika, biologia és matematika szakos hallgaték halmazat. Ekkor a
[41]l Tétel szerint

TUBUM| = |I|+|B|+|M|—|INB|—|INM|—|BNM|+|INnBNM|
= 40042004 100 -6 —44 — 12 4 4 = 642.
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