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Komplex szamok
Egységgyokok




Definicié: n-edik egységgyok (n € N).

Az1=1+40-i€ C komplex szdm n-edik gyokeit n-edik egységgyckoknek
nevezziik.

Tétel.

Legyen n természetes szam. Ekkor az n-edik egységgyokok:

2k 2k
sk:cosTn-l-i-sinTn (k=0,1,...,n—1).

’ L 5
Igy €0 =1 és g) = €f.
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S O Ol

egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:

Megjegyzés.

Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n-szoget alkotnak a komplex
szamsikon, melynek egyik csticsa 1 és kozéppontja az origé.
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Definicié: primitiv n-edik egységgyok (n € N).

Az ¢ n-edik egységgyok primitiv n-edik egységgyok, ha n a legkisebb olyan

pozitiv egész { kitevs, amelyre €

t =1 teljesiil.

Azaz ¢ primitiv n-edik egységgyok, ha nem {-edik egységgyok valamely

{-re, ahol £ < n.

1. egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:
egységgyok:

o ar®DN
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2k

2k
Legyen n € N és k € Ng, k < n— 1. Ekkor az ek:cos—n—i-i-sin—
n

n
n-edik egységgyok pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha
In.k.o.(k,n) = 1.

(Bolyai Int.) DIszZKRET MAT. L. 2014. NOVEMBER 7. 6 /34



Polinomok
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Polinomok maradékos osztasa, azaz a polinomosztas

Adott f és g ugyanazon K test feletti polinomok estén adjunk meg olyan
g és r szintén K feletti polinomokat, hogy

f=g-q+r

és r* < g* teljesiiljon.

Példa.

Osszuk el maradékosan az f = x* + x> — 5x? + 7x — 6 polinomot a
g = x>+ 3x — 1 polinommal (f,g € Q[x]).

| A\

Megoldas.
o= (X% —2x+2)+ (—x—4).
b = 2 A e g
osztandé oszté hényados maradék

N
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Definicié: gyoktényezos alak.

Minden legalabb els6foki komplex egyiitthatés polinom elséfokd
polinomok szorzatdra bonthaté. Ha f = a,x" + - -+ ai1x + ag € C[x], ahol
an # 0, akkor f-nek multiplicitdssal szamolva n darab gyoke van. Ha f
komplex gyokei «y, ..., x,, akkor

f=anx—og) - (x—ap).

Ez az f polinom gyoktényezds alakja.
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(@) 3x% —12x + 12 ~ 3(x — 2)(x — 2)

(b) x2+6x+10 ~ (x — (=3 —1)) (x — (=3 +1))

(c) x> 4+ x3 — 6x ~ x(x — v/3i)(x + V/3i)(x — V2)(x +V2)
(

d) x5 +8x2 ~ x2(x3 +8) = x?(x — wo) (x — w1)(x — wy)
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Interpolacid. J

A fliggvény nem ismert értékeire az ismert értékek alapjan ad kozelitést.

Tétel (Lagrange-féle interpolacio).

Legyenek xi,...,x, paronként kulonbozé és yi, ..., y, tetszbleges valds
szamok. Ekkor pontosan egy olyan legfeljebb (n — 1)-edfokd R[x]-beli
polinom van, amelyre helyettesitési értéke az x; helyen y; (j =1,...,n).

Definicié: Lagrange-féle k-adik interpolaciés alappolinom.

Legyenek xi,...,X, paronként kiulonbozé és yi, ..., y, tetszbleges valds
szamok. Ekkor a Lagrange-féle k-adik interpolaciés alappolinom:

(x —x1) - (X = Xxp—1) (X — Xpq1) - - (X — xp)

= =) v B = o = )~ B, =)

Vegyiik észre, hogy {i(xx) =1 és {(x;) =0 (j # k).
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A Lagrange-féle interpolacidés polinom:

P:Zy,--ek.
k=1
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Hatdrozzuk meg azt a legalacsonyabb fokid f € R[x] polinomot, amely a
0,1, 3 helyeken a 6, —2, —12 értékeket veszi fel.

Megoldas.
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Itéletkalkulus
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Definicid: itélet.

Az itélet olyan allitas, amely vagy igaz vagy hamis.

(a) Esik az esé.

(b) A Hold kering a Fold kériil.

(c) Miért kering a Hold a Fold koriil?
(

d) Most nem mondok igazat.
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Logikai miveletek:

Valamint a negacié (—).

(konjunkci6) | (diszjunkcié) | (implikacié) | (ekvivalencia)
A B ANB AV B A— B A< B
h h h h i i
h i h i i h
i h h i h h
i i i i i

2014. NOVEMBER 7.
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Definicié: primitélet.

A primitélet olyan itélet, amely nem tartalmaz logikai miveletet.

Ha esik az esé és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat
eléaddsra, ha dolgozatot irunk.

Megoldas. Ha esik az esq és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor
~— _

A B
megyek dimat el6addsra, ha dolgozatot irunk.
| S —
C D

(AN (—B)) = (C < D)
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Ha a roka okos, és megkérdezi a hollét, akkor ha a hollé buta, akkor vagy
kinyitja a csérét, vagy leejti a sajtot.

Megoldas. Ha a roka okos, és megkérdezi a hollot, akkor ha
—_—

A B
hollo kk kinyitj. 5rét, leejti tot.
a ho <C> buta, akkor vagy kinyitja a csérét, vagy leejti a sajto
D E

(AV B) — (C— (DVE))
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Definicid: formula.

Legyen Ay,..., A, itéletvaltozék (logikai valtozdk).

o Az itéletvaltozok mindegyike formula.

@ Ha F és G formulak, akkor (—F), (FAG), (FV G), (F— G) és
(F < G) is formuldk.

| A\,

Definicié: logikai ekvivalencia.

Az F és G formuldk logikailag ekvivalensek, ha logikai értékiik a benniik
szerepld logikai valtozék barmely logikai értéke esetén megegyezik.

N
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A B=(A— B)A(B— A)

Megoldas.
B| (A= B)A(B— A

- 3> > -
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(AAB) - C=A— (B— (C)

Megoldas.
(AANB) - C | A= (

- - - > >>> 3>
\\}\}\}}m
- > - - >> = 3N

—_ D o~ — — =~ o~
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Példa.
(AANB) - C=A— (B— ()

Megoldas.

(AAB) = C=(-(AAB))V C A B=—-AVB
=(—AV—-B)V C De Morgan szab.
=-AV (—BV () asszoc.
=—-AV (B— () —-AVB=A—B
=A— (B— () —AVB=A—>B
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Definicié: teljes diszjunktiv normalforma.

Az Ai, ..., A, valtozokbdl felépitett formuldt teljes diszjunktiv

normalformanak nevezziik (TDNF), ha K1 V - - -V K; alaki, ahol
Ki, ..., Ky paronként kiilonboz6 n-tagi konjunkcidk, melyekben az
A1, ..., A, véltozék mindegyike szerepel negilva vagy negalatlanul.

| \

Tétel.

Barmely F = F(Ay,...,A,) formula logikailag ekvivalens egy
H = H(A4,...,A,) TDNF-val, és H a tagok sorrendjétél eltekintve
egyértelmii.
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Adjuk meg a B A <ﬂ((A SO A(AV C))) formula teljes diszjunktiv
normalformajat.

Megoldas.

BA(=((A= O)A(AV )

-~ - -~ > - 3>>>> >
-~ - > - 3> - > > m
- > - - 3> > - 3> 0O

>SS - 3> > > =
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Adjuk meg a B A <ﬂ((A SO A(AV C))) formula teljes diszjunktiv
normalformajat.

Megoldas.

BA(=((A= O)A(AV )

- - - 3> - 3> > > )>
-~ - >~ >->>
- > - - 3> > - 3> 0O

>SS - 3>S>> > =
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Definicié: tautoldgia.

Az F formula tautoldgia, ha F logikai értéke az F-ben fellépé logikai
valtozok tetszéleges logikai értéke mellett igaz. Jeldlés: = F.

Az (AV B) — ((AV —B) — A) formula tautoldgia.
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Definicié: logikai kovetkezmény.

Legyenek az Fi,..., F, és G tetszbleges itéletkalkulusbeli formuldk. A G
formula logikai kovetkezménye az Fq,..., F, formuldknak, ha a
formuldkban el6fordulé valtozéknak az Osszes lehetséges médon értéket
adva minden olyan esetben, amikor az F,..., F, formuldk mindegyike
igaz, akkor G is igaz. Az Fi,..., F, formuldk a premisszak, G a
konklizié. Jeldlés: Fi,...,F, E G.

v

Példa. J

Helyes-e az A — (B /A C),—B\V —C &= —A kdvetkeztetés?

TetszOleges F és G formuldkra ekvivalensek az aldbbiak.
(a) FEG
(b)) EF—G
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Predikatumkalkulus




Néhdny hallgatonak nincs bardtja.

Példa. J

Definicio.

Az olyan egy- vagy tobbvaltozds fiiggvényt, amelybdl a valtozdk barmely,
alkalmas objektumokkal valé helyettesitése utan egy-egy itéletet keletkezik,
predikatumnak nevezziik. Azon objektumok Osszességét, amelyeket a
predikatum valtozdiba helyettesitiink individuumtartomanynak nevezziik.
Az individuumtartomany elemei az individuumkonstansok.

Az el6z6 példaban az individuumtartomany az emberek halmaza, a
predikdtumok pedig a kovetkezok:

H(x): x hallgatd,

B(x,y): x az y baratja.
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Kvantorok.

,minden x-re”": univerzalis kvantor (jel.: (Vx))
. létezik olyan x, hogy”: egzisztencialis kvantor (jel.: (3x))

Példa.
Néhdny hallgatonak nincs baratja.

(3x) (H(x) A=(3y)Bly, x))

| N

Példa.

Minden gyermek szereti a Mikulast.
G(x): x gyermek, S(x,y): x szereti y-t, m: a Mikulds

| A\,

(Vx)(G(x) = S(x,m))

(Bolyai Int.) DI1szZKRET MAT. L. 2014. NOVEMBER 7. 30/ 34



Van olyan felnétt, aki az édesanyjanal lakik. F(x): x felnétt, L(x,y): x
y-nal lakik, a(x): x édesanyja

(3x) (F(x) AL(x, a(x))>

Példa.

Mézga Géza szerencsétlen, de gyerekei szerencsések.
m: Mézga Géza, S(x): x szerencsés, G(x,y): x gyereke y-nak

—S(m) N\ (Vx)(G(x, m) — S(x))
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Minden gyermek szereti a Mikulast.
G(x): x gyermek, S(x,y): x szereti y-t

(Vx) (G(X) — S(x, m))

Tagadésa: ﬁ((Vx)(G(x) = S(x,m))) = (3x)(G(x) A—=S(x, m)).
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Interpretacid.

(vx)(P(x, a) = (Fy)(fly) = X))

(a) individuumtartomany: R, P(x,y): y < x, =: egyenl6ség rel.,
f:R—)R,xn—)xz, a: 0;

(b) individuumtartomany: az emberek E halmaza, P(x,y): x lanya
y-nak, =: egyenlGség rel., f: E — E,x — x anyja, a: Kovacs
Gedeonné sziil. Nagykutasi Magdolna.
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Definicié: logikailag igaz formula.

Az F formulat logikailag igaz formulanak (tautolégianak) hivjuk, ha F
minden interpretaciéjanal azonosan igaz.

Példa.
(Vx) (Vy) (A(x, y) V Aly, x)) = (¥x)A(x, x)

Példa.
((EIX)A(X) AN (EIX)B(X)) — (VX)(A(X) AN B(X))
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