DETERMINANSOK

2004. szeptember 20.

IrRODALOM

A fogalmakat, definiciokat illetGen két forrasra tamaszkodhatnak: ezek egyrészt elhang-
zanak az el6adason, masrészt megtaldljak a jegyzetben:

Szab6 Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdaba, Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

3. fejezet (Az n-edrendii determinéns);

tovabbi ajanlott irodalom:

D. K. Fagyejev—I. Sz. Szominszkij: Felsofoku algebrai feladatok,
Miiszaki Konyvkiadé, Budapest, 1973, illetve Typotex Kiadd, 2000;
2. fejezet, 127.a)-c), f)-m), 128.a)-d), 147., 160.-179., 221., 240., 289.-291. feladat

Scharnitzky Viktor: Mdtrizszamitds (példatér, Bolyai-konyvek sorozat),
Miszaki Konyvkiadé, Budapest, 2000;

A Determinansok c. fejezetben (fogalmak, jelolések a 7. 0.-tdl),
Kidolgozott feladatok:

I./1.szakasz, 10.-11.oldal, 1.-5. feladat

I./2.szakasz, 19.-31.oldal, 1.-9., 19.-21. feladat

I./3. szakasz, 33.-35.oldal, 1.-5. feladat

I1. szakasz, 41.-60.oldal, 1.-13.; 19.-20., 28.- 32. feladat

I11. szakasz, 64.-67.oldal, 2.-4. feladat

KIDOLGOZOTT PELDAK

1. Példa. Szamitsa ki a kovetkezd determindnsokat:

(a) ]_23 H

Megoldas:
(a) A determindns definicigja (3.1. Def.) utén tett megjegyzés szerint a masodrendii
determindns értéke a foatldbeli elemek szorzatanak és a mellékatlobeli elemek szorza-
tanak kiilonbsége:
2 1
‘_3]¢_21—14—$_5
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(b) 1. megoldds: A determindnst a definicié szerint a kovetkezéképpen szamitjuk ki:

1 5 2
4 -1 3 —1 3 4
9 1 _4 1 -4 2 -4 2 1

=1-(4-(-4)—-1-(-1))=-5-3- (-4 —2-(-1))+2-(3-1-2-4) =
= 15450 — 10 = 25

2. megoldds: Harmadrendii (és csak harmadrendii!!) determindnsok esetén alkalmaz-
haté az in. Sarrus-szabaly: a determinans els6 két oszlopat az utolsé oszlop utan irjuk,
majd képezziik a foatloban, illetve a vele parhuzamos masik két atloban 1évé elemek
szorzatat és ezeket Osszeadjuk. Hasonléan jarunk el a mellékatloban, illetve a vele
parhuzamosan elhelyezkedd dtlékban szereplé elemekkel, de ennek az Osszegnek a (-1)-
szeresét vessziik. Az igy keletkez6 szdmok Osszege a determindns értékét adja (Id. a
3.1. Definici6 utdani megjegyzést a jegyzetben):
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3 4=
2 1

=

(1-4-(-4)+5-(-1)-242-3-1)—(2-4-2+1-(=1)-1+(-4)-3-5) =
(= 16+ (—10) +6) — (16 + (—1) + (—60)) = 25

(c) A determinans értékét megkaphatjuk pl. a 3. oszlopa szerint kifejtve:

11 -2 -1
2 1 1 =3|_
4 -1 -2 1
-1 0 -3 3
2 1 -3 11 -1
=(=2)- (=D 4 -1 1 |+1-(=1)*3 4 -1 1|+
-1 0 3 -1 0 3
1 1 -1 1 1 -1
+(=2)- (=13 2 1 3|+ (=3)-(-D**|2 1 -3
-1 0 3 4 -1 1

Ezutdn meg kellene hatdrozni a négy harmadrendii determindns értékét, ami elég sok
szamolassal jarna. Ha ,jobb” (t6bb 0-t tartalmazd) oszlopot vagy sort valasztottunk
volna a kifejtéshez (pl. 2. oszlop), akkor kicsit konnyebb lenne a dolgunk. A 0-val val6
szorzas miatt ugyanis a kifejtés egyik tagja 0, eggyel kevesebb aldeterminanst kellene
meghatarozni.

A szamolas még egyszertibbé teheto, folhasznalva a determinansok 3.5.5. Tulajdonsagat
illetve annak dudlisat. Ha ugyanis el6szor az elsé oszlop elemeinek (-3)-szorosat hoz-
zadjuk a harmadik oszlop megfelel6 elemeihez (révidebben: az elsé oszlop (-3)-szorosat
hozzadjuk a harmadik oszlophoz), illetve az elsé oszlop elemeit hozzddjuk a negyedik
oszlop megfelel6 elemeihez (révidebben: az elsé oszlopot hozzadjuk a negyedik oszlop-
hoz), akkor a negyedik sorban az elsé elem kivételével minden elem 0 lesz, igy a kapott



determindnst az utolsé sora szerint kifejtve mar csak egy harmadrendii (al)determinédnst
kell meghatarozni:

11 -2 -1 1 1 -5 2 I =5 2
2 1 1 =3/ _ |2 1 =5 3|_, .\ ;41 — =
4 -1 -2 1 4 -1 -1 13|~ DD _11 _154 133 E
-1 0 -3 3 -1 0 0 0

Ennek értékét mar a Saruss-mddszerrel is kiszamithatjuk, de most talan célszerti tovabb
alakitani:

0o 0 -1
=1 -5 3 :(—1)‘_11 __154':19
-1 -14 13

TOVABBI AJANLOTT FELADATOK

1. Feladat. Szamitsa ki (minél tigyesebben!) a kévetkezo determinansokat:

a 1 0 0 1 0 1 1 2 1 0 a
-1 b 1 0 1 1 0 1 1 -1 —1 b

@ 1o 1 . 1 ) LI T R
0 0 -1 d 2 1 0 1 0 1 d
11 -2 -1 1 21 1 00 0 1
01 1 -3 2 5 3 3 1 3 2 3

@ 1o 0 2 1 © 15 020 ® |3 00 2
00 0 3 3 7 2 2 0 4 0 4
4 -2 4 -8 16 2 02 a2 42
4 -1 1 -1 1 12 22 32 ;2 22 ig ;12

) |8 2 2 2 2| (h) |22 32 42 A) g2 42 g2 g2
12 6 12 24 48 32 42 52 2 52 g2 72
4 -3 9 —27 81

2. Feladat. Szamitsa ki a kovetkezo kifejezések értékét a determindnsok kiszamitasa
nélkiil (felhasznélva a determinédns tulajdonsigait és a determinénsok szorzastételét):

1 1 o] |1 -1 3] |1 1 4 1 1 4
(@) |3 1 1/-/0 2 1|+[4 3 15|+|-3 -1 -14
~1 -1 1| |1 4 5] |1 -1 0 1 2 1

1 2 3/ |2 1 o] |-1 0 5 2 0 -1
) [1 4 o|-]0 1 1[4+|2 0 -1|—|-1 0 5
1 -1 0| |-1 -1 1 1 1 -1 1 -4 -6

2 0 1] [3 1 2 -1 5 0 1 1 1

() [0 1 1|-|0 4 —1|+[4 2 4|+|4 40
1 -1 1] |-1 1 1 —4 —4 0| |-1 5 0

Megoldas:



(a) Folhaszndlva a determindnsok szorzédstételét (3.16. Tétel), az els6 tagban szerepld
két 3 x 3-as matrix determindnsanak szorzata egyenld a szorzatuk determindnsaval; a
szorzas elvégzésével a kifejezés a kovetkezo alakba irhato:

1 1 4 1 1 4 1 1 4
=14 3 15|+|4 3 15|+|-3 -1 -14
0 3 1 1 -1 0 1 2 1

Eszrevehetjiik, hogy az elso két determinans csak a harmadik sorban tér el egymastol,
ezért alkalmazzuk a jegyzetben talalhaté 3.5.4. tulajdonsagot:

1 1 4 1 1 4
=4 3 15|+|-3 -1 —-14|=
1 2 1 1 2 1

Az emlitett tulajdonsagot ujra alkalmazva:

=0.
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Ez utébbi determindns értéke pedig a két azonos sora (3.5.3. tulajdonsdg!) miatt zérus.

3. Feladat. Hatéarozza meg a kovetkezé determinansok értékét:

0 0 0 n 1 2 3 ... n—1 n
0 0 1 0 -1 0 3 ... n—1 n
" -1 -2 0 ... n—-1 mn
(a) Do . : : (b) : : : : : :
02 0 B
-1 -2 -3 ... —(n=1) O
ar ar+di ... ar+(n—1)d; a b b b
a9 a2+d2 a2+(n—1)d2 b a b b
() | . : : @ |. . . :
an an+d, ... an+(n—1)d, bbb ... a
Megoldas:
(b) Adjuk hozzd az els6 sort a mésodikhoz, majd a harmadikhoz, ..., az n-edikhez, a
kovetkezot kapjuk:
1 2 3 ... n—1 n 1 2 3 ... n—1 n
-1 0 3 ... n—1 n 0 2 6 2(n—1) 2n
-1 -2 0 ... n—1 n 0 0 3 2n—1) 2n
-1 -2 -3 ... 0 n 0 0 0 ... n—1 2n
-1 -2 -3 ... —(n—=1) 0 0 0 0 ... 0 n

Triangularis matrix értéke megegyezik a féatlébeli elemek szorzataval:

=1-2-3-...-(n—1)-n (=n!)



