MBNK12: Relacidok és miiveletek

(elsadasvazlat, 2019. marcius 28.)

Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

Jelolje Z az egész szamok halmazéit, N a pozitiv egészek halmazat, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionalis szamok halmazéit, R a val6és szamok halmazéit, ]Rar a nem negativ valos
szamok halmazat, R™*" az m X n-es val6s matrixok halmazat, és Z,, a modulo m maradékosztalyok
halmazat.

1. OSZTALYOZAS ES EKVIVALENCIARELACIO

1. Definicid. Tetszdleges A halmazra P(A) egy C részhalmazat az A osztalyozasanak vagy parti-
civjanak nevezzik, ha a C-beli halmazok

(1) nem iiresek,
(2) egyesitésiik A (azaz minden elem benne van egy osztélyban), és
(3) paronként diszjunktak.

A C-beli halmazokat osztalyoknak vagy blokkoknak nevezziik.

2. Példa. Legyen A = {1,2,3} és keressiik meg A Osszes osztélyozasat (particiojat). A definicio
szerint A éppen a C-beli halmazok diszjunkt unidja. A 3-elemii halmazt fel lehet bontani hdrom
egyelemi osztalyra (3 =1+ 1+ 1), vagy egy kételemi és egy egyelemt osztalyra (3 = 2+ 1), vagy
egyetlen 3-elemi osztalyra (3 = 3). Minden esetben meg kell vizsgélni, hogy hany ilyen felbontas
lehetséges, és azt kapjuk, hogy Osszesen 5 osztalyozasa van A-nak:

(1) € ={{1},{2}, {3}},

2) C= {{1’2}’ {3}}5

) C= {{1}’ {273}}7

) C={{1,3},{2}}, vagy

) C ={{1,2,3}}.

3. Példa. A modulo m maradékosztalyok definici6jaban azt mondtuk, hogy
a={beZ:b=a (modm)},

és a maradékosztalyok halmaza Z,, = {0, 1, ..., m — 1}. Vegyiik észre, hogy minden @ maradékosztaly
részhalmaza Z-nek, és ezek diszjunkt uniéja éppen Z. Tehat Z,, az egész szdmok egy osztélyozasa.
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4. Példa. Vegyiik azt az osztalyozasat Z-nek, melyben az azonos abszolutértékd szamok keriilnek
egy osztalyba. Ekkor a C = {{0},{1,—1},{2,—2},...} osztalyozasat kapjuk, melynek csak egyetlen
egy egyelemt osztalya van, minden mas osztélya kételemd.

5. Definicié. Legyen C C P(A) osztalyozasa az A halmaznak. Ekkor az a € A elem osztalyan azt
a B € C osztalyt értjik, amelyre a € B, és ezt az osztalyt a-val jeloljiik.
6. Peélda. A |2, példa C = {{1,2},{3}} osztalyozasara 1 = {1,2}, 2 = {1,2} és 3 = {3}. A
példaban megadott @ éppen az a elem osztilya, azaz az €l6z6 definicidban megadott jeldlés ugyan
azt adja mint ahogy a maradékosztalyokat definialtuk. A 4} példaban 0 = {0} és 1 = {—1,1}.
7. Definici6. Tetszéleges A halmazra az A x A halmaz részhalmazait relacioknak nevezziik. A
0 € A x A relacio

(1) reflexiv, ha minden a € A elemre (a,a) € ;

(2) szimmetrikus, ha tetsz6leges (a,b) € o elempéarra (b, a) € p; és

(3) tranzitiv, ha tetszéleges (a,b), (b, c) € o elempéarokra (a,c) € p.
A relaciot ekvivalenciarelacionak nevezziik, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
8. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon tekintsik a o = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} C Ax A
relaciot. Ez reflexiv, mert (1,1), (2,2) és (3,3) is eleme p-nak. Szimmetrikus is, mert példaul az
(1,2) € p elempart tekinte latjuk, hogy (2, 1) is eleme p-nak; vagy ha az (1,1) € p elempart tekintjiik,
akkor a (1,1) € p. Hasonloan lathato, hogy o tranzitiv is, ezért g ekvivalenciarelacio.



3,3)} relacioé nem reflexiv, mert

9. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon a ¢ = {(1,2),(2,1),(2,2),(
1,2),(2,1) € pde (1,1) € p.

(1,1) € o. A relaci6 szimmetrikus, viszont nem tranzitiv, mert (1,
10. Tétel. Tetszoleges C C P(A) osztalyozasra a
o={(a,b)c AxA:a=5b}

reléci6 ekvivalenciarelacio.
11. Példa. A [ példaban megadott osztalyozashoz a

0=14(0,0),(1,1),(1,-1),(—=1,1),(-1,-1),(2,2),(2,-2),(-2,2),(—2,—2),... }

={(a,b) €ZXZ:|a| =10}
ekvivalenciarelacié tartozik.
12. Definicio. Legyen o C A x A ekvivalenciarelacio. Az a € A elem osztalya alatt az
a={be A:(a,b) €p}

halmazt értjiikk. Definidljuk a A/p = {a@ € P(A) : a € A} halmazt, melyet a g ckvivalenciarelaciohoz
tartozo osztalyozasnak vagy az A halmaz o szerinti faktorhalmazanak neveziink.

13. Példa. Tekintsiik az A = {1,2,3} halmazon a o = {(1,1), (1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} ekvivalen-
ciarelaciot. Ekkor T = {b € A : (1 b) € 0} = {1,2}. Hasonloan 2 = {1, 2} és 3 = {3}. Tehat

definici6 szerint
A/Q = {T,i,g} = {{17 2}7 {L 2}7 {3}} = {{17 2}7 {3}}7
ami osztalyozasa A-nak.

14. Tétel. Tetszbleges o C A x A ekvivalenciarelaciora A/p osztalyozasa A-nak.

15. Tétel. Legyen C osztalyozasa az A halmaznak, ¢ a tétel szerint C-bdl szarmaztatott ek-
vivalenciarelacio, és C' = A/o a tétel szerint szarmaztatott osztalyozas. Ekkor C = (', azaz
visszakaptuk az eredeti osztalyozést.

16. Tétel. Legyen 0 € A x A ekvivalenciarelacio, C = A/p a u tétel szerint szarmaztatott
osztalyozés, és o a u tétel szerint C-bol szarmaztatott ekvivalenciarelacio. Ekkor o = ¢, azaz
visszakaptuk az eredeti ekvivalenciarelaciot.

17. Kovetkezmény. Rogzitett A halmazon az osztalyozasok és ekvivalenciarelaciok kdlesondsen
megfeleltethetGk egymasnak, azaz ugyanannyian vannak.

18. Definicid. Tetsz6leges A halmazon a Ay = {(a,b) € A x A : a = b} ckvivalenciarelaciot
egyenlGségrelacionak, a V4 = A x A ekvivalenciarelaciot teljes relacionak nevezziik.

19. Definicio. A ¢: A — C leképezés magja a
kerp ={(a,b) e Ax A:ap=>bp}
relacio az A halmazon.

20. Tétel. Tetszbleges p: A — C leképezésre ker ¢ ekvivalenciarelécié az A halmazon. Tovabba ¢
akkor és csak akkor injektiv, ha ker p = A 4.

21. Megjegyzés. A linearis algebrabol tanult mag és a fenti definicio szoros kapcsolatban vannak.
Adott U,V vektorterek kozotti ¢: U — V linearis leképezés magjan a kévetkez6 halmazt értettiik:

Kerp = {u € U : up = 0}.

Gondoljuk meg, hogy (u1,uz2) € ker ¢ pontosan akkor teljesiil, ha u; — ug € Ker ¢.
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2. RESZBENRENDEZES ES HASSE-DIAGRAM

22. Definicié. A p C A x A relacio
(1) antiszimmetrikus, ha barmely a,b € A elemre ha (a, b), (b,a) € o, akkor a = b (azaz pNp~—! C
An);
(2) dichotom, ha barmely a,b € A elemre (a,b) € g vagy (b,a) € o.
A p relaci6 részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, ekkor az (A; ) part részben-
rendezett halmaznak nevezziik. A p relacio (linearis) rendezés, ha részbenrendezés és dichotom.

23. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon a o = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,3)} relacié részbenren-
dezés, de nem rendezés, mert (2,3),(3,2) & o.

24. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon a ¢ = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} ekvivalenciarelacid
nem részbenrendezés, mert (1,2),(2,1) € p és 1 # 2.

25. Példa. A nemnegativ egészek Ny halmazan az oszthatosag relacié részbenrendezés, de nem ren-
dezés. Az egészek halmazan az oszthatdsag relacio nem részbenrendezés, mert nem antiszimmetrikus:
1] —-1és—1]1.

26. Példa. Tetsz6leges A halmazra a P(A) hatvanyhalmazon a C részhalmaz relacié részbenren-
dezés. P(A) tetszoleges részhalmaza a tartalmazasra nézve részbenrendezés.

27. Példa. Legyen A rogzitett halmaz, és tekintsiik az Osszes ekvivalenciarelacié halmazat A-n:
Equ(A) = {0 C A x A: g ekvivalenciarelacio }.
Ekkor Equ(A)-n a részhalmaz relacié részbenrendezés.

28. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a és b elemek Osszehasonlithatok a < részbenrendezésben,
ha a < b vagy b < a. Tehat egy részbenrendezés pontosan akkor dichotém, ha barmely két eleme
Osszehasonlitato.

29. Példa. A 12 porzitiv osztéinak halmazan az oszthatésag részbenrendezésben 2 és 3 nem OGssze-
hasonlithat6, mig 2 és 6 igen.

30. Definicié. Legyen p részbenrendezés az A halmazon. Ha ez nem vezet félreértésre, akkor
(a,b) € p helyett a < b-t irunk, és a a < b jelolést hasznaljuk arra, hogy a < b és a # b. Azt
mondjuk, hogy a b € A elem fedi az a € A elemet, és ezt a < b-vel jeldljiik, ha a < b és nincs olyan
c € A hogy a <c<b.

31. Megjegyzés. A részbenrendezéseket gy szemléltethetjiik, hogy az elemek kozt csak a fedési
relaciot rajzoljuk be, mégpedig gy, hogy ha a < b, akkor a-t lejjebb rajzoljuk, mint b-t. Ekkorad <e
relaciot tgy olvashatjuk le a diagramroél, hogy van egy felfelé vezetd Gt d-bél e-be néhany kozbiilsé
c1,-..,Cn elemen keresztiil, azaz d < ¢; < co < -+ < ¢, < e. Ezt a diagramot a részbenrendezés
Hasse-diagramjanak nevezziik.

32. Példa. Vegyilik a 12 pozitiv osztéinak halmazéit az oszthatosig részbenrendezéssel. Ekkor
Osszesen 7 fedS par van:

1<2, 1<3, 2=<4, 2<6, 3<6, 4=<12, 6<=<12,

azaz a Hasse-diagram 6 pontbdl és 7 élbél all.
33. Példa. A racionalis szamok halmazan a szokasos < rendezésben nincsen feds pér.

34. Teétel. Legyen < részbenrendezés az A véges halmazon. Ekkor a részbenrendezést a fedési
relacio (azaz a Hasse-diagram) egyértelmtien meghatarozza.

35. Definicié. Legyen < részbenrendezés az A halmazon.

(1) Az m € A elem maximalis, ha nincs olyan a € A hogy m < a.
(2) Az m € A elem minimalis, ha nincs olyan a € A hogy m > a.
(3) Az m € A elem legnagyobb elem, ha minden a € A elemre a < m.
(4) Az m € A elem legkisebb elem, ha minden a € A elemre a > m.
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36. Példa. Egy részbenrendezésnek lehet tobb maximélis és minimaélis elem is, és az is el6fordulhat
hogy nincs maximalis vagy minimalis elem. Példaul az A = {n € N : n > 2} halmazon az
oszthatosig részbenrendezés, amelynek nincsen maximalis eleme, de végtelen sok minimélis eleme
van, melyek éppen a primszamok.

37. Tétel. Véges halmazon minden részbenrendezésnek van maximalis és minimélis eleme.
38. Tétel. Egy részbenrendezésnek legfeljebb egy legnagyobb és egy legkisebb eleme lehet.

39. Tétel. Minden legkisebb elem minimélis, és minden legnagyobb elem maximalis egy részben-
rendezett halmazban.

40. Tétel. Ha o és o tranzitiv (reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus) relaciok az A halmazon,
akkor p N o is tranzitiv (reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus).

41. Megjegyzés. A fenti allitas tetsz6legesen sok relacid metszetére is igaz (és ugyanigy bi-
zonyithato).
42. Kovetkezmény. Ekvivalenciarelaciok metszete is ekvivalenciarelacid, és részbenrendezések

metszete is részbenrendezés.

43. Tétel. A o C A x A akkor és csak akkor tranzitiv, ha gop C o ahol a szorzas a megfeleltetés
SZOTZAs.

44. Definici6. Legyen o C A x A tetszéleges relacid. A p tranzitiv lezartja alatt azt a legsziikebb
0 tranzitiv relaciot értjiik, amelyre o C 9.
45. Tétel. Legyen o C A X A tetsz6leges relacio. Ekkor

(1) 6=({oc:0C0oés oo C o}, azaz ¢ a o-t tartalmazo tranzitiv relaciok metszete,

(2) 0=0UgoUpgooU---=U{c" :neN},

(3) 0={(a,b) € Ax A:(In € Ny)(3ei,...,cn € A) hogy (a,c1),(c1,¢2),...,(cn,b) €0},
46. Példa. Ha A = {1,2,3} és o = {(1,2),(2,1),(2,3)}, akkor po = {(1,1),(1,3),(2,2)}. Tehat
oUoo=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)} mar tranzitiv és ez lesz a tranzitiv lezért.

47. Megjegyzés. Hasonloképpen lehet definidlni egy p relacio reflexiv lezartjat és a szimmetrikus
lezartjat, mint a legsziikebb p-t tartalmazo relfexiv (szimmetrikus) relaciot. Az antiszimmetrikus
lezarttal az a probléma, hogy ha p nem antiszimmetrikus, akkor semmilyen &t tartalmazo relacio
sem lesz az.

3. MUOVELETI TULAJDONSAGOK

48. Jelolés. Legyen A egy tetszoleges halmaz, jelolje A™ az n-tényezés A x A x --- x A Descartes-
szorzatot.

49. Definicio. Legyen A tetszéleges nemiires halmaz, és n € Ny. Az A-n értelmezett n-valtozos
miiveleten egy A™ — A leképezést értiink, n-et a miivelet valtozoszaméanak (aritasanak) nevezziik.

50. Megjegyzés. Az el6z6 definicié n = 0 esetén egy elem kijel6lését jelenti az A halmazbol.

51. Definici6. Legyen A tetszdleges nemires halmaz, F pedig jelolje az A-n értelmezett miiveletek
egy halmazat, ekkor az (A; F) part algebranak nevezziik.

52. Példa. Ha az el6z6 definicioban szerepld F véges halmaz, akkor elemeit felsoroljuk a halmaz jelet
elhagyva, példaul algebrak a kovetkezdk: (Z;+,-), (Z;—), (N;1,-), (R3;+), (R?*2;.), (Z; min, max),
(Na lnko, lkkt)u (212; +7 ‘)7 ({iv h}7 ) /\7 \/, _>)7 (P(U)a (Z)a 77 mv Uu A)) (Sn7 ')7 (Sna 1d7 )

53. Definici6. Azokat az algebrakat, amelyeknek egy kétviltozos mivelete van grupoidnak nevez-
ziik.

54. Példa. A példdban megadott algebrék koziil a kovetkezdk grupoidok: (Z; —), (R%;+), (Sp;-).

55. Definicid. (Grupoid miveleti tulajdonsagai)
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(1) Az (A;0) grupoid idempotens, ha (Va € A)(aoa = a).

(2) Az (A;0) grupoid asszociativ, ha (Va,b,c € A)(ao (boc) = (aob)oc)).

(3) Az (A;0) grupoid kommutativ, ha (Va,b € A)(aob=boa).

(4) Az (A;o0) grupoidban van zéruselem, ha (Jo € A)(Va € A)(aco=00a = 0).

(5) Az (A;o0) grupoidban van egységelem, ha (Je € A)(Va € A)(ace=eoa = a).

(6) Ha az (A;o) grupoidban e egységelem, és (Va € A)(3b € A)(aob=Dboa = e), akkor minden

elemnek van inverze.
56. Tétel. Barmely grupoidban legfeljebb egy egységelem és legfeljebb egy zéruselem van.

57. Definicié. Ha a grupoidnak van egységeleme, egységelemes, ha van zéruseleme, zéruselemes
grupoidnak nevezziik.

58. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek a definiciéban szerepld tulajdonsagokkal
rendelkeznek.

(1) Idempotens grupoidok: (Z;min), (N;1kkt), ({i,h}; V), (P(U);N).

(2) Asszociativ grupoidok: (N;-), (R3;+), (R?*2;.), (N;Inko), (Z; max), ({i,h}; A), ({i,h}; +),
(P(U)a U)7 (P(U), A)a (AA; ')7 (Sn7 )

(3) Kommutativ grupoidok: (Nj-), (R?;+), (N;Inko), (Z; max), (Z4; +), ({i,h}; A), ({i,h}; <),
(P(U); V), (P(U); L).

(4) Zéruselemes grupoidok: (Z;-) zéruseleme a 0, (R2*2;.) zéruselme a 2 x 2-es zéromatrix,
(N; Inko) zéruselme az 1, (Zy; -) zéruseleme a 0, {i, h}; A) zéruseleme a h, (P(U);U) zéruselme

az U.

grupoid zéruselem
(Z;-) 0
(R2*2;.) (59)
(N; Inko) 1
(Zs;-) 0
{i,h};n) h
{i,h};v) i
(P(U);N) 0
(P(U); L) U

(5) Egységelemes grupoidok: (Z;-) egységeleme az 1, (Z; +) egységeleme a 0, (R2*2; .) egységelme
a 2 X 2-es egységmétrix, (Zy;-) egységeleme az 1, {i,h};A) egységeleme az i, (P(U);U)
egységelme az 0, (P(U); A) egységeleme az 0, (Sy;-) egységeleme az id.

grupoid egységelem

(Z;) 1
(Z; +) 0
(IR%2X2 ) (69)
(Z3a ) 1
(Z4a ) 0
({i,h}; A) i
({iLh}e)| i
(P(U);V) 0
(PU); L) 0
A idy

(Sn; ) id
(6) Egységelmeles grupoidok, ahol minden elemnek van inverze: (Z;+)-ban az a inverze —a,
(R3;4+)-ban a v inverze —v, (Q \ {0};-)-ban a inverze 1/a, (Z4;+)-ban a 0 és a 2 inverze
onmaga, a 3 és 1 egymés inverzei, (Zs \ {0};-)-ban minden elem inverze énmaga, (P(U); A)-
ban minden elem inverze énmaga, (Sy;-)-ben 7 inverze 7~ 1.
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grupoid a inverze
Z;+) —a
R3; +) —a

NN N S N S
> N
w
. —
—~
o
:v—“
~
QL Q Qe

Shn;-) a?

59. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek NEM rendelkeznek a[55] definicioban szerepls
tulajdonsagokkal.

(1) Nem idempotens grupoidok: (Z;+), (Z;—),
({1, h}: =), (P(U):\), (P(U); A), (A%;-), (Ss ).

(2) Nem asszociativ grupoidok: (Z; —), (Q\ {0};:), ({i,h}; —), (P(U);\).

(3) Nem kommutativ grupoidok: ( ) ) Q\{ }7 )7 (R2X23 ')7 ({iv h}; —>), (P(U)7 \)7 (AA; ')7 (Sna )

(4) Grupoidok, ahol nincs zéruselem ( ,—),( s+), (N; ), (R% +), (Zg; +), ({i,h}; —),
({i, h}; <), (PU);\), (PU); B), (Sns -)-

(5) Grupoidok, ahol nincs egységelem: (N;—l—),(Z;—), (Q\{0};1), ({i,h}; =), (PU);\).

(6) Egységelemes grupoidok, ahol nincs minden elemnek inverze: (No;+), (Z;-), (Q;-), (R?*2;.),
(ZS; ')7 (Z4; ')7 ({1? h}7 /\)’ ({la h}a \/)7 (P(U)v m)a (P(U)v U)? (AA; )

60. Definicid. Legyen o és x két kétvaltozo miivelet az A halmazon.

(1) A o disztributiv a x-ra nézve, ha (Va,b,c € A)((ao (bxc) =(aob)x(aoc))A((b*xc)oa =
(boa)*(coa))).

(2) A o abszorptiv a x-ra nézve, ha (Va,b € A)((ao (axb) =a) A ((a*b)oa=a)).

S( 1), (@ {0};2), (R +), (R**%;), (Za; +),
OTL

61. Példa. Az el6z6 definicioban szerepl fogalmakra adunk példat.

(1) Az R,Q,Z,N halmazon a - disztributiv a +-ra. Az N halmazon a Inko disztributiv a lkkt-re,
és a lkkt is disztributiv a Inko-ra. Az {i,h} halmazon a A disztributiv a V-ra, és forditva,
a V is disztributiv a A-ra. A P(U) halmazon a N disztributiv a U-ra, és forditva, az U is
disztributiv a N-ra, tovabbé a N disztributiv a A-ra.

(2) Az N halmazon a Inko abszorptiv a lkkt-re, és a lkkt is abszorptiv a Inko-ra. Az {i,h}
halmazon a A abszorptiv a V-ra, és forditva, a V is abszorptiv a A-ra. A P(U) halmazon a
N abszorptiv a U-ra, és forditva, az U is abszorptiv a N-ra.
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