MBNK12: Permutaciok

(elsadasvazlat, 2019. marcius 12.)

Mardoti Miklos

1. Definicié. Az A halmaz permutacioin a 7 : A — A bijektiv leképezéseket értjiink. Tetszbleges n
pozitiv egészre az {1,...,n} halmaz 6sszes permutacioinak halmazat S,,-nel jeloljik.

2. Jelolés. A 7w € S, permuticiét megadhatjuk kétsoros frasmoddal
(1 2 -
=\r 2r - wr)e

m={(1,1n), (2,27), ..., (n,nm)}.

vagy elempérok halmazaként:

3. Példa. Ha a € S3 az a permutéacio, amelyre la = 2, 2a = 1 és 3a = 3, akkor
1 2 3
(3 1 3) -t e e
4. Példa. Nem minden leképezés permutécid, példaul a
1 2 3
¥ = (3 1 3) ::{(133)7(271)a(373)}

leképezés se nem injektiv (mert az 1 és 3 elemeknek ugyanaz a képe) se nem sziirjektiv (mert az
érkezési halmaz 2 elmének nincsen Gse).

5. Tétel. |S,| = nl
6. Példa.

=101
=1002)G )}
s={(02DGIDG2D030

7. Példa. Szamoljuk ki az
(1 2 3\,
a=ly9 1 3) &8 2 3 1

permutéciok szorzatat. Tudjuk, hogy minden z elemre z(af)
definicioja). Tehat

za)f (ez a leképezés szorzas

l(af) = (1) =28 = 3,
2(af) = 20)B =158 =2,
3(af) = Ba)B =3B =1,

12 3
O‘B:<3 2 1)'

Most kiszamoljuk a Sa szorzatot is (a zarojelek elhagyéaséaval):
18a =2a =1,
2Ba = 3a = 3,
3ba=1la =2,

azaz



azaz

1 2 3
fa = (1 3 2) '
Vegyiik észre, hogy af # Sa, azaz a permutécidk szorzasa nem kommutativ. Végezetiil kiszamoljuk
B inverzét. Mivel

5= (3 3 1) - 1022 6
ezért

B_l = {(27 1)7 (3,2>, (173)} = {(1,3), (271)’ (372)} — <é ? ;) .

Természetesen 3 és 7! szorzata az identikus leképezés:

1 2 3

1 _ p-1p

8. Definici6é. A m € S,, permutéacié az x € {1,...,n} elemet mozgatja, ha xw # x. A 7w € S, altal
mozgatott elemek halmazat M -vel jeloljiik, azaz

M,={ze{l,...,n}:am#ux}.

Ha xm = z, azaz © & M, akkor azt mondjuk hogy m-nek x fixpontja.

9. Példa. Az
(1 2 3
*=12 1 3

permutacio altal mozgatott elemek halmaza M, = {1,2}.
10. Definici6é. A 7,0 € S,, permutaciokat idegennek nevezziik, ha M, N M, = (.
11. Tétel. Ha a m,0 € S,, permutaciok idegenek, akkor

(1) mo = om, és
(2) (mo)* = %% minden k egészre.

12. Definicié. Legyen n > k > 2, és az ay,...,a; € {1,...,n} elemek paronként kiilonbozsek.
Ekkor azt a m € S, permutaciot, amelyre
T =a, AT =as, ..., Q1T =ap, T = aj,
és xm = x minden x € {1,...,n}\ {a1,...,ar} elemre, ciklusnak nevezziik és roviden igy jeldljiik:
m= (a1 az -+ ag).

A k szamot a ciklus hosszéanak nevezziik. A 2 hosszisaga ciklusokat transzpozicioknak hivjuk.

13. Példa. Az
(1 2 3
*=12 1 3

permutacié ciklus, mivel a k = 2, a1 = 1 és ao = 2 valasztassal éppen ezt a permutéciot kapjuk, azaz
a = (1 2). Mivel a hossza éppen 2, ezért « transzpozicio is. A

1 2 3
= <2 3 1>
permutécioé szintén ciklus, és g = (1 2 3).
14. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy egy permutécio ciklusos alakban val6 megadasa nem egyértelmti!
Egyrészt ugyanazt a permutaciot tobbféleképpen is felirhatjuk ciklusként:
(123)=(231)=(312).
A masik probléma pedig az, hogy az (1 2 3) permutéciorol nem tudjuk eldonteni, hogy az Ss vagy
esetleg az Sy csoport eleme-e. Természetesen ha Ss-beli permutéciokrol beszéliink, akkor

w2-(33 )
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viszont Sy-ben mar

123 4
(123):<2 3 1 4)’

és ez a két permutécié nem ugyanaz. Ugyan ez a probléma az identikus permutécio ,,id” jelolésével
is, arrél sem lehet eldonteni, hogy melyik permutéaciécsoportban hasznaljuk.

15. Példa.
51 = {ld}>
S = {id, (1 2)},
S3 = {id, (1 2),(1 3),(23),(1 2 3),(321)}.

16. Példa. Természetesen nem minden permutéacié ciklus, vegyik példaul a
(1 2 3 45
Tm\2 315 4
permutéciot. Tegyiik fel, hogy 7 ciklus, és tekintsiik azt az esetet, amikor a; = 1. Ekkor aim = 2,
azaz ag = 2, tovabba asm = 3, azaz az = 3. A kivetkezd 1épésben azt kapjuk, hogy asm = 1 ami
éppen egyenld aj-gyel, azaz k = 3 és az (1 2 3) ciklust kaptuk. Viszont 7 t6bb elemet mozgat mint 3,

tehat m nem egyenls (1 2 3)-mal, azaz a; # 1. Minden mas esetben hasonlo ellentmondésra jutunk.
Persze 7 elGall ciklusok szorzataként:

m=(123)(45).

17. Tétel. Minden S,,-beli permutécié elGall paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az elGal-
litds a tényezGk sorrendjétsl eltekintve egyértelmiien meghatarozott. (Az identikus permutaciot
ciklusok {ires szorzatanak tekintjiik.)

18. Példa. Adjuk meg a 7 = (5 2 3 4)(1 3 5)(4 3 7) permutéaciot paronként idegen ciklusok
szorzataként. Tekintsiik azokat az elemeket, melyeket a szorzat valamely tagja mozgat: {1,2,3,4,5,7}.
Vegylink ki ezek koziil egyet, mondjuk az 1-gyet, és szamoljuk ki, hogy ezt a m permutacié milyen
elemekbe viszi at:

Ir=1(5234)(135)(437)=1(135)(437)=3(437)=T.
Folytassuk a kapott elemekkel, azaz

Tm=75234)(135)(437)=7(135)(437)=T7(437)=4,

Ar =4(5234)(135)(437)=5(135)(437)=1437)=1.
Visszaértiink ahhoz az elemhez, amibél kiindultunk, tehat megvan az elsg ciklusunk: (1 7 4). A
maradék elemekbdl vegyiik a kdvetkezGt, mondjuk a 2-t6t, és szamoljuk ki hogy ezt m milyen elemekbe
viszi at:

21 =2(5234)(135)(437)=3(135)(437)=5(437) =25,

5m=5(5234)(135)(437)=2(135)(437)=2(437)=2,
azaz a méasodik ciklus a (2 5) transzpozici6. Kimaradt még a 3, amelyre elvégezve a szamolast azt
kapjuk, hogy

3mr=3(5234)(135)(437)=4(135)(437)=4(437) =3,
azaz m a 3-mat nem mozgatja, tehat ezt az elemet figyelmen kiviil hagyhatjuk. Tehat 7 paronként
idegen ciklusok szorzatara bontott alakja m = (1 7 4)(2 5). Ezt a szamoléast nem irjuk le altalaban,
hanem fejben végezziik el!
19. Tétel. Tetszbleges m = (a1 ag --- ax) € Sy, ciklusra

(1) 7' = (ay ag—1 -~ a1),
(2) ©* =id, ‘ ‘
(3) Ha i =j (mod k), akkor 7" = 7.



20. Példa. Kiszamoljuk az ((1 2 3 4)(5 6 7)(8 9))~22 permutaciét paronként idegen ciklusok
szorzataként. Mivel az (123 4), (56 7) és (8 9) ciklusok paronként idegenek, ezért

(1234)(567)(89)2=(1234)"2(567)"22(89)722
Az (1 2 3 4) ciklus hossza 4 és a —22-edik hatvanyat keressiik. Mivel —22 =2 (mod 4), ezért
(1234)72=(1234)2=(13)(24).
Hasonléan —22 = —1 (mod 3), illetve —22 =0 (mod 2), azaz
567 2=0567)"1=(765), és
(89722 =(89)° =id.
Tehat
(1234)(567)2*=(13)(24)(765).
21. Példa. Oldjuk meg az
(132)(25)m(457)=(26)

egyenletet. Az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a permutacioval ugyanarrol az oldalrél beszorozhatjuk.
El6szor balrol szorzunk (1 3 2) inverzével:

(132)71132) 257457 =(132)726),
(25)m(457)=(231)(26).
Ezt folytatva azt kapjuk, hogy
m=(52)(231)(26)(754),

amit a szokdsos modon paronként idegen ciklusok szorzatara bontunk: 7 = (5316 24 7).
22. Tétel. Tetszbleges ciklus felirhat6 transzpoziciok szorzataként, mégpedig

(a1 as as - -- ak) = (a1 ag)(al CL3) s (a1 ak).
Kovetkezésképpen, minden permutacioé transzpoziciok szorzatara bonthato (de ez altalaban nem

egyértelmri).

23. Példa. (1234)(56) =(12)(13)(14)(56),demivel (1234)=(2341),ezért (1234)(56) =
(23)(24)(21)(56), vagy (1234)(56)=(23)(56)(24)(2 1), mert idegen transzpoziciok felcserél-
hetdk.

24.* Tétel. Minden permutécié vagy csak paros vagy csak paratlan sok transzpozicié szorzataként
irhato fel.

25. Definicié. A m € S, permutacidt parosnak nevezziik, ha felbonthaté paros sok transzpozicié
szorzatara. A nemparos permuticidkat paratlannak nevezziik. Tovabba definialjuk:

+1, ha 7 paros,
sgnm =
—1, ha 7 paratlan.

26." Tétel. Legyen A = (a; ;) € R™*" tetszoleges négyzetes matrix. Ekkor
Al = sen(0) - a110 - G220+ Ao
O'ESn
27. Példa. n = 2 esetén:

ay;p a2

=sen(id) - ajja99 + sgn((1 2)) - a19a91 = a11a29 — A12a91.
a1 G2 gn(id) - arrage +sgn((1 2)) - ar2a21 = a11a22 — ar2a21
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n = 3 esetén:
a1l a2 ais
a21 ag2 ag3| = sgn(id) - (11022033 + Sgn((l 2)) - 112021033 + sgn((l 3)) + 13022031
aszr az2 a33

+ sgn((2 3)) - (111023032 + sgn((l 2 3)) - 120923031 + Sgn((l 3 2)) - (113021032
= a11022033 + a12023031 + (130210432 — (12021033 — (13022031 — (11023032,

ami éppen a Sarrus-szabaly.



