Diszkrét matematika el6adas H.F. feb. 18-ra; megoldas

34. Tétel. Tetszbleges a, b, ¢, d, m, n egész szamokra érvényesek az aldbbiak:

(1) a =a (mod m);
(2) ha a =0 (mod m), akkor b = a (mod m)
(3) haa=0b (mod m) és b = ¢ (mod m), akkor a = ¢ (mod m)
(4) ha a =0 (mod m) és ¢ =d (mod m), akkor a £ c=b=+d (mod m)
(5) haa=0b (mod m) és ¢ =d (mod m), akkor a-c¢=1b-d (mod m);
(6) ca = cb (mod m) akkor és csak akkor, ha a = (mod 1nko(+m))> feltéve hogy ¢, m # 0;
(7) haa =b (mod m) és a = b (mod n) akkor és csak akkor, ha a = b (mod lkkt(m,n));
(8) ha a =b (mod m), akkor Inko(a, m) = Inko(b, m).
Bizonyitds.

(1) Barmely a és m egészek esetén m | a — a a 2. Tétel (5) pontja alapjan, igy valoban
a=a (mod m).

(2) Ham | a — b, akkor m | b — a a 2. Tétel (8) pontja miatt, igy b = a (mod m).

(3) Ham |a—0bésm |b—c, akkor m | (a —b) 4+ (b —c¢) = a — c a 2. Tétel (7) pontja
alapjan, igy a = ¢ (mod m).

(4) Ham |a—bés m|c—d, akkor m | —c +d a 2. Tétel (8) pontja szerint, igy
ml(a—b)+(c—d)=a+c—(b+d)ésm|(a—b)+(—c+d)=a—c—(b—d) a?2.
Tétel (7) pontja alapjan, igy valoban a + ¢ =b=+d (mod m).

(5) Ham | a—bésm | ¢—d, akkor, mivel ac —bd = ac —bc+bc—bd = c¢(a—b) +b(c—d),
igy m|ac—bd ésa-c=0b-d (mod m) a 2. Tétel (8) és (7) pontjai szerint.

(6) Az allitas abbol kovetkezik, hogy a 16. Tétel szerint m | ca—cb pontosan akkor teljesil,
ha ot | a —b.

(7) Az allitas abbol kévetkezik, hogy az m | a—b és n | a—b oszthatosagok pontosan akkor
teljestilnek, ha lkkt(m, n) | a — b, a legkisebb kozds t6bbszords definicidja szerint.

(8) Ha a = b (mod m), akkor a — b = mgq valamely ¢ egész szamra, igy a = mq + b,
tehat Inko(a,m) = Inko(mgq + b,m) = Inko(b, m) teljesiil a 11. Kovetkezmény (vagy
6. Lemma (3)) alapjan.



