MBLK12: Algebrai struktarak (levelezd)

(elsadasvazlat)

Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

Jelolje Z az egész szamok halmazéit, N a pozitiv egészek halmazat, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionalis szamok halmazit, R a val6és szamok halmazéit, ]Rar a nem negativ valos
szamok halmazat, és R™*™ az m X n-es valés matrixok halmazat, Z,, a modulo m maradékosztalyok
halmazat.

1. MUVELETI TULAJDONSAGOK

1. Jelblés. Legyen A egy tetsz6leges halmaz, jelolje A™ az n-tényezis A x A x --- x A Descartes-
szorzatot.

2. Definici6. Legyen A tetsz6leges nemiires halmaz, és n € Nyg. Az A-n értelmezett n-valtozos
miiveleten egy A™ — A leképezést értiink, n-et a miivelet valtozoszaméanak (aritasanak) nevezziik.

3. Megjegyzés. Az el6z6 definicio n = 0 esetén egy elem kijelolését jelenti az A halmazbol.

4. Tétel. A Z,, halmazon miivelet a kovetkezGképpen deﬁnlalt Osszeadés, kivonas és szorzas:
a+b=a-+b, a—b=a—0b, b=a-b.

5. Definici6. Legyen A tetszdleges nemiires halmaz, F pedig jelolje az A-n értelmezett miveletek
egy halmazat, ekkor az (A; F) part algebranak nevezziik.

6. Példa. Ha az el6z6 definiciéban szerepld F véges halmaz, akkor elemeit felsoroljuk a halmaz jelet
elhagyva, példaul algebrak a kovetkezdk: (Z; +,-), (Z;—), (N;1,-), (R3;4), (R?*2;.), (Z; min, max),
(Na lnko, lkkt)a (Z12; +, ')7 ({ia h}, AV, —>)7 (P(U)a (Da 7a n,u, A), (Sn, ')ﬂ (Sna ld7 )

7. Definicié. Azokat az algebrakat, amelyeknek egy kétvaltozos miivelete van grupoidnak nevezziik.
8. Példa. A @ példaban megadott algebrak koziil a kovetkezok grupoidok: (Z; —), (R?;+), (Sn;-).

9. Definicid. (Grupoid miveleti tulajdonsagai)

(1) Az (A;o0) grupoid idempotens, ha (Va € A)(aoa = a).

(2) Az (A;0) grupoid asszociativ, ha (Va,b,c € A)(ao (boc) = (aob)oc)).

(3) Az (A;0) grupoid kommutativ, ha (Va,b € A)(aob=boa).

(4) Az (A;o0) grupoidban van zéruselem, ha (Jo € A)(Va € A)(aco=00a = 0).

(5) Az (A;0) grupoidban van egységelem, ha (Je € A)(Va € A)(ace=eoca =a).

(6) Ha az (A o) grupoidban e egységelem, és (Va € A)(3b € A)(aob =boa = e), akkor minden
elemnek van inverze.

10. Tétel. Barmely grupoidban legfeljebb egy egységelem és legfeljebb egy zéruselem van.

11. Definicié. Ha a grupoidnak van egységeleme, egységelemes, ha van zéruseleme, zéruselemes
grupoidnak nevezziik.

12. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek a [9 definicioban szerepls tulajdonsagokkal
rendelkeznek.
(1) Idempotens grupoidok: (Z;min), (N;1kkt), ({i,h}; V), (P(U);N).
(2) Asszociativ grupoidok: (N;-), (R3; ),(R2X2 ), (N;Inko), (Z; max), ({i,h}; A), ({i, h}; <),
(P(U); W), (P(U); &), (A% ), (Sn; ).
(3) Kommutativ grupoidok: (N;-), (R% +), (N;Inko), (Z; max), (Z4; +), ({i, h}; A), ({i, h}; ),
(P(U); L), (P(U); A).
(4) Zéruselemes grupoidok:



grupoid \ zéruselem

(Z;-) 0
2 | (38)
(N; Inko) 1
(Zs;+) 0
{i,h}; A) h
{i,h}; V) i
(P(U);N) 0
(P(U); V) U

(5) Egységelemes grupoidok:
grupoid \ egységelem

(Z;-) 1

(Z; +) 0
(R¥*Z;.) (01)
(Z3;) 1
(Za; +) 0
({i,h}; 1) i

({i, h}; <) i
(P(U);V) 0
(P(U); A) 0

AA id 4
(Sns-) id

(6) Egységelmeles grupoidok, ahol minden elemnek van inverze:

grupoid \ a inverze
(Z;+) —a
(R3;+) —a
@\{0}) | 2
(Zs\ {0};) a
({i, h}; <) a
(P(U); L) a
(Sn; ) a!

13. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek NEM rendelkeznek a [ definicioban szerepld
tulajdonsagokkal.

(1) Nem idempotens grupoidok: (Z;+), (
({L,h}; =), (PU);\), (P(U); &), (A% ), (Sns ).
(2) Nem asszociativ grupoidok: (Z; —), (Q\ {0};:), ({i,h}; =), (P(U);\).
(3) Nem kommutativ grupOidOk ( ) ) (Q\{ }7 )7 (R2X2; ‘)7 ({17 h}; _>)7 (P(U), \)7 (AA; ')7 (Sna )
(4) Grupoidok, ahol nincs zéruselem ( ,—), (Z;4), (N; ), (R3; 4), (Zg; +), ({i, h}; =),
(i, B ), (PU);\), (PU); ), (S ).
(5) Grupoidok, ahol nincs egységelem: (N; +),(Z;—-),(Q\{0};:), {i,h}; =), (PU);\).
(6) Egységelemes grupoidok, ahol nincs minden elemnek inverze: (No;+), (Z;-), (Q;-), (R?*2;.),

(Z3;), (Zas ), ({1, 0} A), ({L 0} V), (PU);0), (P(U); W), (A%

14. Definicid. Legyen o és x két kétvaltozo mivelet az A halmazon.

)7 Z;— ) ( ")a(Q\{0};:)7(R33+)7(R2X25')7(Z4;+)7

(1) A o disztributiv a x-ra nézve, ha
(Va,b,c € A)((ao(bxc)=(aob)*(aoc))A((bxc)oa= (boa)*(coa))).
(2) A o abszorptiv a x-ra nézve, ha

(Va,b € A)((ao (axb) =a)A((a*xb)oa=a)).

15. Példa. Az definicioban szerepld fogalmakra adunk példat.

(1) Az R,Q,Z,N halmazon a - disztributiv a +-ra. Az N halmazon a Inko disztributiv a lkkt-re,
és a lkkt is disztributiv a Inko-ra. Az {i,h} halmazon a A disztributiv a V-ra, és forditva,
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a V is disztributiv a A-ra. A P(U) halmazon a N disztributiv a U-ra, és forditva, az U is
disztributiv a N-ra, tovabba a N disztributiv a A-ra.

(2) Az N halmazon a Inko abszorptiv a lkkt-re, és a lkkt is abszorptiv a Inko-ra. Az {i,h}
halmazon a A abszorptiv a V-ra, és forditva, a V is abszorptiv a A-ra. A P(U) halmazon a
N abszorptiv a U-ra, és forditva, az U is abszorptiv a N-ra.

16. Példa. Olyan miiveletekre adunk példat, amelyek NEM teljesitik az definicibban megadott
tulajdonsagokat.

(1) Az R,Q,Z,N halmazon a + nem disztributiv a - -ra. Az {i,h} halmazon az — nem disztri-
butiv a V-ra.

(2) Az R,Q,Z,N halmazon a - nem abszorptiv a +-ra. A P(U) halmazon az U nem abszorptiv
a A-ra.

2. FELCSOPORT, CSOPORT

17. Definicio. Az asszociativ grupoidokat félcsoportnak nevezziik. Az egységelmes félcsoportokat
monoidnak nevezziik. Azokat a monoidokat, ahol minden elemnek van inverze csoportoknak hivjuk.
A kommutativ csoportokat Abel-csoportoknak nevezziik.

18. Példa. Az (N;+) félcsoport, de nem monoid.

19. Példa. A kovetkez8k monoidok, de nem csoportok: (N;-), (Ng;+), (R;:), (R™*™;:), (Zy;-),
(PU); ).

20. Példa. A kovetkezok csoportok, de nem (feltétlen) Abel-csoportok: (Sp;-), melynek neve a
teljes szimmetrikus csoport, és az ({ M € R™ ™ : |M| # 0};-), melynek neve az altalanos linearis
csoport.

21. Példa. A kovetkez8k Abel-csoportok: (Z;+), (Zn;+), (R\ {0};), (R™*™;4), (P(U); ),
({i, h}; ).

22. Tétel. Az (A;-) monoidban minden elemnek legfeljebb egy inverze van. Ha az a, b elemnek van
inverze: a~1,b7!, akkor az a~' és ab elemeknek is van inverze, mégpedig

1) (@t =a
(2) (ab)~t =b"ta"t.

23. Példa. Az (R™*";.) monoidban pontosan a nem nulla determinansi elemeknek van inverze, és
éppen ezek az elemek alkotjak az altalanos linearis csoportot.

24. Megjegyzés. Tudjuk, hogy csoportban az egységelem és az elemek inverze egyértelmien
meghatarozott, de nem mindig egyértelmd, hogy ezeket hogyan is jeloljiik. Ha ez meg szeretnénk
adni, akkor a (A4;-) helyett (A;-, ~% 1)-et frunk, ahol a masodik miivelet az 1-valtozos inverzképzés,
és 1 az egységelem (0-valtozés mitivelet). A csoportok multiplikativ irasmodja alatt a (A;-, =1, 1)
miiveleti szimboélumokat értjiik. Az additiv irasmod alatt a (A4;+, —,0) mtveleti szimbolumokat
értjiik, és altalaban csak akkor hasznéljuk, ha a csoport kommutativ.

25. Definicioé. Legyen (A;-, ~! 1) tetszéleges csoport. Az a € A elem n-edik hatvanyat (n € Z) a
kovetkezSképpen definialjuk:

a---a, ha n > 0,
——
n db
a” =<1, ha n =0,
al--va”l, han<o.
~———
—n db



Ha az (A; 4+, —,0) csoport additiv irasmodban van megadva, akkor a hatvanyozast n - a-val jeloljiik,
de ugyan tugy definidljuk mint a multiplikativ irAsmo6dnal:

a+---+a, han > 0,
—_———
n db
n-a=1-<0, ha n =0,
(—a)+ -+ (—a), han<D0.
—n db
26. Lemma. Legyen (A;-, ~! 1) tetszdleges csoport, a € A és n € Z. Ekkor a"-a = a - a" = a"*!
ésal-a"=a"-at =a" N

27.* Tétel. Legyen (A;-) tetsz6leges csoport. Barmely m,n € Z-re és a,b € A-ra

(1) a™a™ = ™",

(2) (@) = ™,

(3) ha ab = ba, akkor (ab)" = a"b™.
28. Példa. Az (R \ {0};.) csoportban az a = 2 elem harmadik hatvanya 8, mert 2-2-2 = 8. Az
(R;+) csoportban az a = 2 elem harmadik hatvanya viszont 6, mert 2 + 2 + 2 = 6.

29. Definici6. Legyen (A;-) csoport. Az a € A elem rendje az a legkisebb pozitiv egész n € N,
amelyre a” = 1. Ha ilyen nincs, akkor a rendje végtelen. Az elem rendjét o(a)-val jeldljiik.

30. Példa. A (Zg; +) csoportban o(4) = 3, mert 3 -4 = 0, azaz a harmadik hatvany az egységelem,
de a kisebb hatvanyok nem az egységelemet adjak. Az (Ss;-) csoportban o((1 2 3)(4 5)) = 6, mert
a ciklusok fiiggetlenek, azaz felcserélhetGek, igy kiilon hatvanyozhatoak.
31. Tétel. Legyen (A;-) csoport, a € A véges rend( elem, és n,m € Z-re

(1) a™ =1 akkor és csak akkor teljesiil, ha o(a) | n,

(2) a™ = a™ akkor és csak akkor teljesiil, ha n =m (mod o(a)).
32. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6z6 tételnél az (1) specidlis esete a (2)-nek m = 0-ra.

33.* Tétel. Legyen (A;-) csoport, és a,b € A felcserélhets elemek, azaz ab = ba. Ekkor o(ab) =
o(a)o(b) akkor és csak akkor, ha Inko(o(a), o(b)) = 1.

3. GYURU, TEST
34. Definicio. Az (A;+,-) algebrat gytirtinek nevezziik, ha (A; +) Abel-csoport, (A;-) félcsoport, és
a - disztributiv az +-ra. Az (A;+) Abel-csoportot a gytiri additiv csoportjanak, az (A;-) félcsoportot
a gylrd multiplikativ félcsoportjanak nevezzik.
35. Példa. Gyﬁrﬁk (Za +, ')7 (Ra =+, ')) (R2X2; +, ')a ({iv h}a <, \/)a (P(U), A? m)z (Z5a =+, )
36. Tétel. Az (A;+,-) gytlri esetén a 0 additiv egységelem a szorzasra nézve zéruselem. Tovabba
tetszbleges a,b € A elemekre (—a)b = a(—b) = —(ab).
37. Definicié. Az (A; +, ) gytrtt testnek nevezziik, ha az (A\ {0};-) Abel-csoportot alkot, amelyet
a test multiplikativ csoportjanak nevezziik.

38. Tétel. A (Zy,;+,-) gytirtd pontosan akkor test, ha n prim.
39. Példa. A példaban felsorolt gytrik koziil testek: (R;+,-), ({i,h};<>,V), (Zs;+,").

4. HALO

40. Definicié. Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz. Az a,b € A elemeknek ¢ € A felsd korlatja,
haa <césb<c. Aza,belemeknek d € A legkisebb felsd korlatja, ha d felsé korlat, és a,b minden
c fels§ korlatjara d < c¢. Dualis médon definidlhatjuk a also korlatot és a legnagyobb also korlatot.

41. Példa. Az alabbi abran lathato az elsé részbenrendezésben az 1, 2 elemeknek csak egy felss
korlatjuk van, ami a legkisebb is egyben, de nincsen als6 korlatjuk. A mésodik részbenrendezésben
a 4, 5 elemeknek két felsd korlatjuk van, de nincsen legkisebb felsé korlatjuk.
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42. Tétel. Tetszbleges részbenrendezett halmaz barmely két elemének legfeljebb csak egy legkisebb
fels6 korlatja (legnagyobb also korlatja) van.

43. Definicio. Az (A; <) részbenrendezett halmaz haloszertien rendezett halmaz, ha tetszéleges
a,b € A elemeknek van legkisebb fels§ korlatjuk, melyet aVb-vel jeloliink és az a, b elemek egyesitésnek
nevezziik, illetve legnagyobb als6é korlatjuk, melyet a A b-vel jeloliink és az a,b elemek metszetnek
nevezzik.

44. Példa. Az el6z6 példaban szerepld részbenrendezések nem haldszertien rendezettek. Az (No; |)
hélészertien rendezett halmaz, amelyben az egyesités a legkisebb kozos tObbszoros és a metszet a
legnagyobb kozos o0szt6. Az (R; <) haloszertien rendezett halmaz, ahol az egyesités a maximum és a
metszet a minimum. A (P(U); C) haloszertien rendezett halmaz, ahol a halmazelméleti egyesités és
metszet a legkiseb fels§ korlat és legnagyobb als6 korlat.

45." Tétel. Legyen (A; <) haloszertien rendezett halmaz. Ekkor az A és V mitiveletek idempotensek,
kommutativak, és asszociativak, illetve A abszorptiv az V-re és V abszorptiv a A-re.

46. Definicid. Az (A; A, V) algebrat halonak nevezziik, ha a kétvaltozos A és V miveletek idem-
potensek, kommutativak, és asszociativak, illetve kolcsonosen abszorptivak egymaésra.

47. Tétel. Ha adott az (A; A, V) halo, akkor az
a<b <= aANb=a

feltétel altal definialt < relacioval (A; <) haloszertien rendezett halmaz, amelyben a,b € A legkisebb
fels6 korlatja a V b és legnagyobb alsé korlatja a A b.

48." Tétel. Adott alaphalmazon a héloszertien rendezett halmazok és a halok természetes modon
(az el6z6 két tétel szerint) megfeleltethetSk egymésnak.

49. Példa. Az (Ny;lnko, Ikkt), (R;min, max), (R;max, min), (P(U);N,U), ({h,i}, A, V) algebrak
halok.

50. Példa. Az R™ alterei a tartalmazésra nézve haloszertien rendezett halmazt alkotnak. Ha U,V <
R™ két altér, akkor metszetiik U NV és egyesitésik U+ V ={u+v:uecUwveV}.

51.* Példa. A Zj test feletti 2-dimenzios Z3 vektortér altereinek haloja a kivetkezs:

{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}

{(0,0),(0,1),(0,2 0,0),(1,2),(2,1)}

{(0,0)}

Z3 altereinek Hasse-diagrammja mar lényegesen bonyolultabb (1 db 0-dimenziés, 7 db 1-dimenziés,
7 db 2-dimenziés és 1 db 3-dimenzios altere van):
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