Szorgalmi feladatok

3. HALMAZOK, LEKEPEZESEK, PERMUTACIOK

1. Feladat. (2 pt.) Mutassa meg, hogy A C B ekvivalens a kovetkezdkkel

(1) AUB = B;
(2) ANB = A4,
(3) A\ B=40.

2. Feladat. (2 pt.) Tegyiik fel, hogy AUB=CUDé ANB=CND ={.
Mutassa meg, hogy ekkor 1éteznek olyan egyértemiien meghatarozott diszjunkt
E,F, G, H halmazok, amelyekre A = FUF, B = GUH, C = FUG és
D=FUH.

3. Feladat. (2 pt.) Bizonyitsa be, hogy az A, B halmazokhoz pontosan akkor
van olyan X halmaz, amelyre A\ X = B, ha AABCA

4. Feladat. (1 pt.) Fejezze ki a N miveletet gy, hogy csak a \ miiveletet
hasznélja.

5. Feladat. (2 pt.) Fejezze ki az U, N és \ miiveleteket a
(1) A ésny
(2) A és U;
(3) A és\
segitségével.
6. Feladat. (2 pt.) Igazolja, hogy (A1 A(AsA---AAy))...) pontosan azokbol
az elemekbdl all, amelyek paratlan sok A;-be tartoznak.

7. Feladat. (2 pt.) Adott 2075 halmaz, melynek mindegyike 46 elemdi, és
barmely két halmaz unidja 91 elembdl all. Hény elembdl all a 2075 halmaz
unidja?

8. Feladat. (3 pt.) Legyen U = {1,2,...,n}, A1, As,..., A, C U paronként
kiilonb6z6 halmazok, és barmely két kiilonbo6z6 7, j indexre az A;NA; tartalmaz
két szomszédos természetes szamot U-bol. Bizonyitsa be, hogy m < 2772,

9. Feladat. (2 pt.) Bizonyitsa be, hogy az f : A — B leképezés akkor és csak
akkor injektiv, ha valahanyszor g : C — A és ¢’ : C — A olyan leképezések,
hogy gf = ¢'f, mindannyiszor g = ¢'.

10. Feladat. (3 pt.) Fogalmazza meg és bizonyitsa be a[9] Feladat analogjat

szirjektiv leképezésekre.

11. Feladat. (3 pt.) Bizonyitsa be, hogy a ,Minden sziirjektiv leképezésnek
van balinverze.” allitas ekvivalens a kivalasztasi axioméaval. (A g: B — A
leképezés az f : A — B balinverze, ha zgf = x minden x € B esetén.)

12. Feladat. (3 pt.) Mutassa meg, hogy egy folytonos valos (R — R) fliggvény
(=leképezés) pontosan akkor injektiv, ha szigorian monoton.
13. Feladat. (1 pt.) Egy {6z6klubrol a kovetkezsket tudjuk:

(1) A klub minden tagja f6z6tt mar legalabb egy klubtagnak.
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(2) A klubtagok sohasem f6éznek sajat maguknak.
(3) Nincs olyan klubtag, akinek egynél tobb klubtag f6z.
(4) Van olyan klubtag, akinek senki se f6zott.

Hény tagja lehet a f6z6klubnak?
14. Feladat. (1 pt.) Mutassa meg, hogy ha |A\ B| = |B\ A|, akkor |A| = |B|.

15. Feladat. (3 pt.) Igazolja tetszdleges halmazokra, hogy ha C C A, B C D
és |C U D| =|C|, akkor |AU B| = |A|.

16. Feladat. (2 pt.) Adjon meg bijekciot a nemnegativ egész szamokbol ké-
pezhetd (végtelen) sorozatok és a 0-1 (végtelen) sorozatok halmazai kozott.

17. Feladat. (3 pt.) Adjon meg bijekciot a 0, 1, 2 szamokbol képzett (végtelen)
sorozatok és a 0-1 (végtelen) sorozatok halmazai kozott.

18. Feladat. (2 pt.) Igazolja, hogy a szamegyenes tetsz6leges diszjunkt nyilt
intervallumaibél 4ll6 halmaz megszamlalhato.

19. Feladat. (3 pt.) Mutassa meg, hogyha S egy olyan ponthalmaz a si-
kon, melyre igaz, hogy barmely két pontjanak tavolsidga racionalis, akkor S
megszamlalhato.

20. Feladat. (3 pt.) Legkevesebb hany tranzpozicié szorzatara bonthato fel a
(12...n) ciklus?

21. Feladat. (3 pt.) Bizonyitsa be, hogy egy permutécié akkor és csak akkor
egy ciklus hatvanya, ha el6all egyenls hossztusagi idegen ciklusok szorzataként.

22. Feladat. (3 pt.) Bizonyitsa be, hogy a kovetkez6 halmazok elemeibdl Sy,
Osszes eleme elGallithato (permutécio)szorzassal (azaz generaljak S,-t):

(a) {(1k): k=2,3,...,n};

(b) {(12),(12...n)}.

23. Feladat. (3 pt.) Bizonyitsa be, hogy a kovetkezs halmazok elemeibdl S,
osszes eleme eléallithato (permutécio)szorzassal (azaz generaljak Sp,-t):

(a) {(12...n—=1),(n—1n)};
(b) {(12),(23),...,(n—1n)}.
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